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60. ro¢nik Matematickej olympiady
2010/2011 Riesenia tloh IMO

1. Pre lubovolni mnozinu A = {ay,as,as3,as} obsahujicu Styri rozne kladné celé cisla
poloZme s4 = ay + as + az + ay. Oznaéme na pocet takijch dvojic (i,7) splriajicich
1 =i < j <4, pre ktoré je cislo a; + a; delitelom cisla s. Urcte vsetky mnoziny A
obsahugjice styri rozne kladné cel€ cisla, pre ktore je hodnota na najvicsia moznd.
(Mexiko)

RieSenie. (Podla Natdlie Kardskovej.) Kedze dvojic (4,7) spliajtcich 1 <i < j < 4 je
iba Sest, urc¢ite n4 < 6.

Bez ujmy na vseobecnosti predpokladajme, ze a1 < as < asz < a4. Potom plati
0 < a; + as < ag + a4, z ¢oho po pripocitani vyrazu as + a4 dostaneme

az +ag < s4 < 2(az + aq), Gize Zsa <ag+as<sa.

Z toho priamo vyplyva, Ze ag + a4 { sa.
Podobne mame 0 < a1 + a3 < as + a4 a po pripocitani as + a4 dostaneme

ag + ag < sa < 2(az + ay), Gize %3A<a2+a4<sA,

z ¢oho vyplyva as + as f sa.

Ukézali sme, ze minimalne dva zo sGctov a; + a; nedelia ss, teda nga = 4.
Predpokladajme, Ze pre mnozinu A plati ny = 4 a zaoberajme sa jej vlastnostami.
KedZe as + a4 ani az + a4 nedelia s 4, uréite musia byt delitelmi s4 vSetky zvysné Styri
suéty ay + ao, a1 + as, ay + ay4, as + az. KedZe zrejme ani jeden z nich nie je rovny s4,
musi byt kazdy z nich mensi alebo rovny %s A-

Keby v niektorej z nerovnosti a1 +a4 < %s A, as+az < %s A platila ostra nerovnost
(t.j. neplatila by rovnost), ich séitanim by sme dostali a; + as + as + a4 < sa, €o je
spor. Preto nutne a; + a4 = as + ag = %SA.

Dalej vieme, ze a1 + as < a1 + a3 < as + ag = %SA, dize a1 + az < %SA.
Predpokladajme, Zze a; + ag < %SA. KedZe a1 + a3 | sa, tak a1 + a3 = isA, a tiez
a1 +as < ap+asz < %SA. Sc¢itanim dostaneme

a1 +az+ai+as S 154+ 154 =154 =as+as,

teda 2a; < 0, ¢o je spor. Takze musi byt a1 + az = 3s4.
7 predoslého vieme, ze a1 + as < a; + azg = %SA a zaroven aj + ag | sa, t.j.
a1 + az = sa/x pre nejaké celé ¢islo x = 4. Ked prvé dve z troch rovnosti

a a S a a S a a S

sCitame a tretiu od nich odcitame, dostaneme
1 1 1 1 1 1,1 1
e RICE AP P
“=\z 372 \p e bo=ao\y e @)

Kedze a; > 0, musi byt 1/x — 1/6 > 0, ¢ize z < 6. Vzhladom na povodné ohranicenie
x 2 4 ostévaji len moznosti x = 4 a x = 5. Pre kazd z oboch hodnét dosadenim do (2)
vyjadrime a; a nasledne z rovnosti (1) vyjadrime aj as, as, aq:
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Ak r =4, tak
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teda A = {k,bk,7k, 11k} pre nejaké prirodzené ¢islo k. Lahko overime, Ze pre kazdu
taktito mnozinu naozaj n4 = 4.

Ak x =5, tak
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teda A = {k, 11k, 19k,29k} pre nejaké prirodzené ¢islo k. Aj pre takito mnozinu plati
nag = 4.

Odpoved. Najvicsia moznd hodnota ny je 4 a nadobuda sa pre mnoziny A tvaru
{k,bk,7k, 11k} a {k,11k, 19k, 29k}, kde k je lubovolné prirodzené ¢islo.

2. Dand je konecnd mnozina S aspon dvoch bodov v rovine, pricom Ziadne tri body
mnoziny S neleZia na jednej priamke. Pojmom veterny mlyn rozumieme proces, ktory
zacina lubovolnou priamkou | prechdadzajicou prave jednym bodom P mmnoZiny S. Tato
priamka sa otaca v smere hodinoviych ruciciek okolo pivota P, aZ kym po prvykrdt
neprechddza dalsim bodom mmnoZiny S. Tento bod, oznacéme ho @, sa stdva novym
pivotom, t.j. priamka sa dalej otdca v smere hodinovych ruciciek okolo bodu @, aZ
kym neprechddza dals§im bodom mnoziny S. Uvedeny proces pokracuje donekonecna.
Dokdzte, Ze sa dd vybrat bod P € S a priamka | prechddzajica bodom P tak, Ze pre
prislusny veterny mlyn je kaZdy bod mnoziny S pivotom nekonecne vela krdt.

(Velka Briténia)

Riesenie. Priamka [ deli rovinu na dve c¢asti. Jednu z nich ofarbime sivou a druht
bielou farbou. Vsimnime si, Ze ked sa vo veternom mlyne meni pivot z bodu T na
bod U, po zmene sa T nachadza na tej istej strane priamky [/, na ktorej sa pred zmenou
nachadzal bod U (obr. 1). Takze pocet bodov z S nachadzajucich sa v sivej Casti ostéva
stale konstantny (ak neuvazujeme okamihy, v ktorych sa meni pivot); to isté plati
samozrejme aj pre bielu c¢ast.



Obr. 1

Uvazujme najskor pripad, ked S obsahuje neparne vela bodov, t.j. |S| = 2n + 1
pre nejaké prirodzené n. Tvrdime, Ze kazdym bodom T € S mozno viest ,rozpolujicu*
priamku, t.j. priamku, ktorda ma na kazdej strane prave n bodov z §. Existencia
rozpolujucej priamky vyplyva z jednoduchej tvahy: Vedme cez T Iubovolnt priamku
neprechadzajicu ziadnym dalsim bodom mnoziny S. Nech na jednej jej strane je n +r
a na druhej n — r bodov z S. Ak r = 0, nasli sme hladant priamku. Ak r # 0, tak pri
postupnom otacani priamky stale okolo bodu 7' sa pocet bodov na jej stranach zmeni
pri kazdom pretnuti bodu z S o 1. Pritom po otoceni o 180° sa pocty zrejme vymenia,
takze na prvej strane bude n — r bodov a na druhej n 4+ r bodov. Je jasné, ze v istom
momente pocas otacania musel byt pocet bodov na oboch stranach presne n.

Zvolme teda bod P € S Tubovolne a za priamku [ zoberme k nemu prislichajicu
rozpolujucu priamku. Veterny mlyn s takymto zac¢iatkom musi navstivit pocas otédcania
o prvych 180° kazdy bod z S ako pivota. Pre kazdy bod T € S totiz existuje rozpolujica
priamka ¢. Rozpolujica priamka Zziadneho iného bodu z S nemoze byt rovnobeznd s ¢
(pretoze kazdé rovnobezné posunutie priamky ¢ do iného bodu zmeni poéty bodov na
jednotlivych stranach). Takze v momente, ked je priamka veterného mlyna rovnobezné
s t, musi to byt prave ¢t (z ivodnej ivahy vieme, Ze priamka veterného mlyna musi byt
stale rozpolujtca).

Zaoberajme sa dalej pripadom, ked S mé parne vela bodov, ¢ize |S| = 2n. Teraz
budeme za ,rozpolujicu® povazovat taku orientovant priamku vedicu niektorym bo-
dom 7' € §, ktorad mé na sivej strane n — 1 bodov a na bielej strane n bodov z §. Takta
priamku mozno viest kazdym bodom 7', pretoze (podobne ako v neparnom pripade) pri
otoceni pevne zvolenej priamky o 180° okolo 71" sa zmeni pocet bodov z n — 1 + r na
n — r, pricom zmena je pri prechode kazdym bodom z S vzdy o 1 (zrejme v zavislosti
od znamienka r plati budn —1+r<n—-1<n—-ralbon—-1+r=2n—-12n-—r,
takze hodnota n — 1 sa v niektorom momente musi nadobudnut).

Aj v tomto pripade zvolime P € S Tubovolne a za priamku [ zoberieme rozpolujicu
priamku, pricom v sivej ¢asti bude n—1 bodov z S. Tvrdime, Ze veterny mlyn s takymto
zaCiatkom navstivi pocas otacania o prvych 360° kazdy bod z S ako pivota. Pre kazdy
bod T € S totiz existuje rozpolujtca priamka t s n — 1 bodmi v sivej ¢asti a rozpolujuca
priamka ziadneho iného bodu s fiou nie je rovnobezna a zaroven rovnako orientovana.
Takze v momente, ked je priamka veterného mlyna rovnobe’na s ¢ a mé aj rovnaki
orientaciu, musi to byt ¢.

Ukézali sme, Ze veterny mlyn sa da zvolit tak, aby prechadzal kazdym bodom ako
pivotom (pocas oto¢enia o prvych 180°, resp. 360°). Z uvedeného je tiez zrejmé, zZe pri
otacani o dalSie ndsobky 180°, resp. 360° bude mlyn prechéddzat tymi istymi pivotmi,
takze kazdy bod bude pivotom nekonec¢ne vela krat.
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3. Nech f:R — R je funkcia z mnoziny redlnych cisel do mnoziny redlnych cisel
spliajica
fla+y) s yf(x)+ f(f(@))

pre véetky redlne ¢isla x a y. Dokdzte, Ze f(x) =0 pre vietky x < 0. (Bielorusko)

Riesenie. V zadanej funkcionalnej nerovnici sa ako argumenty funkcie objavujua vyrazy
x +y a x. Aby sme sa zbavili si¢tu v argumente, pouzijeme substitaciu y =t — x. Pre
vSetky redlne cisla x, t potom plati

f@) =tf(z) —zf(z) + f(f(2)). (1)

V dalsom kroku eliminujeme ¢len f(f(x)) tak, ze do (1) dosadime najskor t = f(a),
x =b apotom t = f(b), £ = a. Dostaneme

f(f(a)) = f(f(b) = f(a)f(b) — bf (D),

f
fla)f(b) —af(a).

IVANIVAN

Scitanim dostavame, ze pre vsetky a, b plati

2f(a)f(b) Z af(a)+bf(b).

Volbou b = 2f(a) dosiahneme, ze lava strana poslednej nerovnosti bude rovnaka ako
druhy séitanec na pravej strane. Po ich od¢itani tak ostane nerovnost af(a) < 0, ktora
musi byt splnena pre vsetky a € R. Preto

f(a) 20 pre vsetky a < 0. (2)

Ak by pre nejaké z platilo f(x) > 0, bola by pre takato hodnotu prava strana
nerovnosti (1) v premennej ¢ rasticou linearnou funkciou, teda by nadobudala na obore
zapornych cisel urcite aj zaporné hodnoty. Potom by vSak zaporné hodnoty na obore
zapornych ¢isel musela nadobudnit aj lava strana, ¢ize funkcia f, ¢o je v spore s (2).
Preto

f(x) £0 pre vsetky = € R. (3)

Spojenim (2) a (3) ihned mame f(z) = 0 pre vSetky x < 0. Ostéva urcit hodnotu f(0).
Ak v (1) polozime t = z < 0, dostaneme 0 < 0 — 0 + f(0), ¢ize f(0) = 0. Vzhladom na
(3) uz potom nutne f(0) = 0.

4. Nech n > 0 je celé cislo. K dispozicii mame rovnoramenné vahy a n zdvazi s hmot-
nostami 2°, 2%, ..., 2"~ L. Jednotlivé zdvazia mdme v nejakom poradi ukladat na misky
vah tak, aby obsah pravej misky nebol v Ziadnom okamihu taZsi ako obsah lavej misky.
V kaZdom kroku vyberieme jedno zo zdvazi, ktoré este nie je na vahach, a poloZime
ho bud na lavi alebo na pravi misku vdh. Tak postupujeme, kym neminieme vietky
zavazia. Urcte, kolkymi sposobmi to celé mozeme urobi. (Iran)

RiesSenie. (Podla Natdlie Kardskovej.) Zavazia, ktoré mame k dispozicii, maji nasle-
dujicu vlastnost: Najtazsie zavazie je fazsie ako vSetky ostatné dokopy, ba dokonca
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vSeobecnejsie — kaZdé zdvazie je tazZsie ako sucet hmotnosti vsetkych od neho lahsich
24VaZ1.

Z toho dovodu sa nikdy nemoze staf, ze by sucet nejakych Tahsich zavazi preva-
zil fazsie zévazie. Inymi slovami, nutnd a postacujica podmienka, ktorh musime pri
ukladani zévazi splnit, je, Zze v kazdom okamihu najtazsie zévazie spomedzi vSetkych
dovtedy uloZenych musi byt na lavej strane.

V skutoc¢nosti teda nezélezi na tom, kolko zavazia vazia. Ak oznacime P(k) pocet
sposobov, kolkymi vieme ulozif zédvazia s hmotnostami 20, 21, ..., 2*=1 tak aj hocakych
inych k zavazi spliiajicich vlastnost uvedent kurzivou v prvom odseku vieme ulozit P(k)
sposobmi.

Pocet P(n) teda mdzeme uréit ,induktivne“. Pre n = 1 je zrejme jedind moznost
(zavazie musime ulozit nalavo), t.j. P(1) = 1.

Predpokladajme, Ze pozname hodnotu P(k). Skiimajme, kolkymi sposobmi vieme
ulozit k 4+ 1 zavazi. Najprv sa rozhodneme, ktorych k zévazi spomedzi vSetkych k + 1
umiestnime najskor. Bez ohladu na to, ktoré vezmeme, vieme ich vzdy ulozit P(k)
sposobmi (kedZze maju avizovanu vlastnost). Kazdy z tychto sposobov mézeme doplnit
poslednym zavazim. Ak ako posledné ukladdme najtazsie zavazie (s hmotnostou 2%),
musime ho dat nutne na lavi misku. Ak ukladame jedno z k lahsich zavazi, najtazsie
je uz urcite vlavo, a teda bez ohladu na to, kam déame posledné zavazie, ostane lava
strana fazsia. V tomto pripade mame preto dve rézne moznosti. Dostavame

P(k+1) = P(k) + k- P(k) -2 = P(k) - (2k + 1).

Plati teda

P(2)=P(1)-3= :
P(3)=P(2)-5=1-3-5,
P(n);P(n—l)-(Qn—l):1-3-5-...-(2n—1).

Odpoved. Hladany pocet spdsobov je rovny stéinu prvych n neparnych ¢isel (skratene
sa tento vyraz niekedy oznacuje (2n — 1)!!).

5. Nech f je funkcia z mnoZiny celych cisel do mnoziny kladnych celych cisel. Predpo-
kladagme, Ze pre lubovolné dve celé ¢isla m a n je rozdiel f(m) — f(n) delitelny ¢islom
f(m —n). Dokdzte, Ze pre kazdé dve celé ¢isla m a n také, Ze f(m) < f(n), je cislo
f(n) delitelné cislom f(m). (Irén)

RieSenie. (Podla Ondreja Kovdca.) Podla zadania pre lubovolné celé ¢isla a, b plati
fla=1b)| f(a)— f(b). (1)

Volbou a = ¢, b = 0 dostavame f(c) | f(c) — f(0), odkial f(c) | f(0) pre kazdé celé c.
Z volby a = 0, b = —c vyplyva f(c) | f(0) — f(—c), a kedze f(c) | f(0), nutne f(c) |
| f(—c). To vsak plati pre Tubovolné celé ¢islo ¢, takze zaroven aj f(—c) | f(c), z ¢oho
vzhladom na kladnost funkcie f vyplyva f(c) = f(—c) pre vSetky celé c.
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Predpokladajme, ze f(m) < f(n). Ak f(m) = f(n), tak trividlne plati f(m) | f(n)
a nemame ¢o dokazovat. Dalej sa preto obmedzime na pripad f(m) < f(n).

Dosadenim a = n, b = m do (1) dostaneme f(n —m) | f(n) — f(m), teda existuje
kladné cislo k také, ze

fn) = f(m) =fn—m)-k=f(m—n)-k (2)

(rovnost f(n — m) = f(m — n) vyplyva z tvodného odseku; kladnost k vyplyva
z predpokladu f(m) < f(n) a z kladnosti funkcie f).

Dosadenim a = m, b = m —n do (1) dostaneme f(n) | f(m) — f(m — n), teda
existuje celé ¢islo [ také, ze

f(n) 1= f(m) = f(m —mn).

Ostatni rovnost prenasobime ¢islom & a vyuzijeme (2):

f(n) Uk = (f(m) = f(m —n))k = f(m) -k — (f(n) — f(m)) = f(m)(k + 1) — f(n).

Z toho po jednoduchej tiprave mame

(Kl +1)- f(n) = (k+1) - f(m).

KedZe vyraz na pravej strane je kladny, musi byt kladny aj ¢initel kI + 1, ¢ize [ = 0.
Z nerovnosti f(n) > f(m) a z poslednej rovnosti potom vyplyva kl + 1 < k + 1, ¢ize
[ < 1. Jedinou pripustnou hodnotou je teda [ = 0, odkial f(n) = (k+ 1)f(m), z ¢oho

uz priamo vyplyva f(m) | f(n).

6. Dany je ostrouhly trojuholnik ABC' a kruznica I' jemu opisand. Nech | je dotycnica
kruznice I' a nech l,, ly, l. st obrazy priamky | v osovych sumernostiach podla priamok
BC, CA, AB. Dokazte, zZe kruznica opisand trojuholniku urcenému priamkami ly, Iy,
lc sa dotyka kruznice I (Japonsko)

Riesenie. Bod dotyku priamky [ a kruznice I' ozna¢me T a vrcholy trojuholnika
uréeného priamkami l,, Iy, [ oznaéme A’, B’, C’ tak ako na obr. 2. Nech A" je taky bod

Obr. 2



na kruznici ', Ze A je stredom oblika T A” (t.j. |TA| = |AA”|). Podobne su definované
body B”, C". V celom rieseni budeme kvoli stru¢nosti predpokladat, Ze situédcia vyzera
tak, ako na obr. 2. V rieseni pre kazd ini1 moznii polohu by sme postupovali podobne
— s vyuzivanim analogickych tivah.!

Ak oznadime M prieseénik priamok [ a B”C” a D priesecnik priamok [ a I,
s vyuzitim tsekovych uhlov a toho, ze B, C st stredy oblikov T'B”, TC", méame

|LTMC"| = 180° — |LTC" M| — |£MTC"| = |LTC"B"| — 2|4 MTC| =
= 2(|4TC" B| — |4MTC|) = 2(|{TCB| — |{MTC|) = 2|4TDC| = |{TDC"|.

Takze priamky [, a B”C” st rovnobezné. Podobnymi tvahami mozno odvodif
Iy || A”C" a l. || A”B". Z toho vyplyva, Ze trojuholniky A’B'C’; A”B"C" st bud
rovnolahlé?, alebo je jeden posunutim druhého. V dalsom dokiZeme, Ze st rovnolahlé,
a ze stred ich rovnolahlosti K lezi na kruznici I'. Z toho uz bude vyplyvat, Ze ich opisané
kruZnice st tiez rovnolahlé so stredom rovnolahlosti K, a preto sa v nom dotykaju.
Dokazeme dve pomocné tvrdenia.

Tuvrdenie 1. Prieseénik X priamok B”C, BC" lezi na priamke [,.

Doékaz. Bod B je stredom obluka T'B”, teda |[{BCT| = |{BCB"| a priamka B"C je
obrazom priamky T'C' v osovej simernosti podla BC'. Podobne je priamka BC" obrazom
priamky BT'. Takze X je obrazom bodu T v tejto simernosti, t.j. lezi na [,. O

Tvrdenie 2. Priese¢nik I priamok BB’, CC' lezi na kruznici I.

A

Obr. 3

Doékaz. Ozna¢me E = AC NI, F = AB NI (obr.3) a velkosti vnutornych uhlov troj-
uholnika ABC oznac¢me standardne «, (3, 7. Zo zadanych osovych stmernosti vyplyva,

1 Osobitne treba uvazovat najméi polohu, ked je I rovnobe?nd s niektorou stranou trojuholnika ABC.
2 Hovorime, ze dva trojuholniky st rovnolahlé, ak existuje rovnolahlost, ktora zobrazi jeden na druhgy.
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ze bod B je priese¢nikom osi uhlov pri vrcholoch D, F' v trojuholniku F'DB’. Preto je
B stredom kruznice vpisanej tomuto trojuholniku a lezi aj na osi uhla pri vrchole B’.
Méme tak

|4BB'C'| = 1(180° — |{B'FD| — |{FDB'|) = 90° — |{BFD| — |{BDF| = 90° — 5.
Podobne je bod C' stredom kruznice pripisanej k strane EC’ trojuholnika FDC’, odkial
|£CC'B'| = 3(|[4EDC'| + |[{DEC'|) = |EDC| + |£CED| — 90° = 90° — ~.

Dopocitanim tretieho uhla v trojuholniku B’C’I dostdvame
|{B'IC"| = 180° — (90° — B+ 90° — ) = B + v = 180° — «,

teda bod I lezi na kruznici I. O

Ozna¢me K druhy prieseénik priamky B’B” s kruznicou I'. Dokaz dokonéime
pouzitim Pascalovej vety pre Sesticu bodov K, B”, C, I, B, C" na kruznici I". Podla nej
lezia body B’ = KB"NIB, X = B"CNBC" a S = CINC"K na jednej priamke. Preto
S = (', ¢ize body K, C”, C' lezia na jednej priamke. Bod K je potom priese¢nikom
priamok B’'B”, C'C"”, z ¢oho vyplyva, ze K je stredom rovnolahlosti zobrazujicej
A’'B'C’" na A”B”C" a lezi na kruznici I.



