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62. ro¢nik Matematickej olympiady
2012/2013 Riesenia tloh skolského kola kategorie A

1. V obdizniku ABCD so stranami |AB| = 9, |BC| = 8 leZia navzdjom sa dotykajice
kruznice ky1(S1,71) a ka2(S2,72) tak, Ze ki sa dotgka strain AD a CD, ko sa dotyka strdan
AB a BC.
a) Dokazte, Ze r1 + ro = 5.
b) Urcte najmensiu a najvicsiu mozniu hodnotu obsahu trojuholnika AS1Ss.
(Pavel Novotny)

RieSenie. a) Bodom S; vedme rovnobezku so stranou AD a jej prieseéniky so stranami
AB a CD ozna¢me M a N. Podobne vedieme bodom S; rovnobezku s AB a jej
priese¢niky so stranami AD a BC ozna¢ime K a L; prieseénik priamok KL a MN
nech je P (obr.1). Podla Pytagorovej vety pre trojuholnik S; P.Ss plati

(r1 +712)2 = (8 =11 —12)* + (9 —ry —1p)? (1)
a odtial
(r1+79)* — 34(r1 + 1r2) + 145 = 0,
(r1+ 72 —5)(r1 + 72 — 29) = 0.
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platit r{ + 7o = 5.
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b) Oznacdime @ pétu kolmice z bodu S3 na stranu AB, R pitu kolmice z bodu S;
na stranu AD a T priesecnik priamok QS5 a RS;. Obsah S trojuholnika AS5S; vypo-
Citame tak, ze od obsahu pravouholnika AQT R odc¢itame sucet obsahov pravouhlych
trojuholnikov AQSs, AS1R a S1.5:T":

S =(9—ra)(8— 1) — %w(g S ) — %7“1(8 ) = (9= — o) (8 — 11 — 1) =

(\V)

9 1 1 17 1
=T72—9ry —8ry + 1172 — e + 57‘% —4r; + 57“% — 36 + ?(7“1 +719) — 5(7“1 + 79)?



a po vyuziti rovnosti ry + ro = 5 dostaneme

157 25 1
S 5 3r1 5 T 6 27’1

Z rovnosti r; + r9 = 5 a nerovnosti 2r; < 8, 2ry < 8 vyplyva 1 € (1,4), a teda

31
14, — );
se ()

obsah mé najmensiu hodnotu 14, ked ;1 = 4 a ro = 1, a najvic¢siu hodnotu %, ked
r = 1la 9 = 4.

Iné rieSenie. a) Oznac¢me « uhol medzi priamkami KL a S1S (obr.1). Z rovnosti
|AB| = |KP| + |PS3| + |S2L| mame ry + (11 + r2) cosa + r2 = 9 ¢ize

(14 cosa)(r1 +12) =9. (2)
Podobne z rovnosti |AD| = |M P| + |PS:1| + |S1N| vyplyva

(1+sina)(r; +1r3) = 8. (3)
Z poslednych dvoch rovnic méame po tprave a umocneni

8(1+ cosa) = 9(1 + sina),
8cosa =1+ 9sinq,
64(1 —sin® ) = 1 + 18sin a + 81sin® o,
145sin® a + 18sina — 63 = 0

a odtiall

) 3
sina = —
)

8
= - = 5
T 1+ sina
b) Obsah S trojuholnika AS5S; méZeme vypocitat pomocou vektorového sicinu
vektorov S; — A a S; — A. Zvolime ststavu stradnic, v ktorej A = [0,0,0],B =
=19,0,0],D = [0,8,0]. Potom Sy = [9 — 19,72,0],51 = [r1,8 — r1,0] a skimany obsah
je

1 1 1 1
S = 5’(52 —A) X (Sl —A)’ = 5[(9—7“2)(8—7’1) —7’17’2] = 5(72—97’1 —8T2) =16— §T1.
Dostali sme rovnaky vyraz ako v prvom rieseni, a tak tym istym postupom zistime, ze
skimany obsah ma najmensiu hodnotu 14 a najvécsiu hodnotu %

Za Gplné rieSenie tlohy dajte 6 bodov. Jeden bod pridelte za rovnicu (1) alebo za ststavu (2), (3), dalsi
bod za uréenie suétu r1 + ra, teda za éast a) najviac dva body. Dva body dajte za vypocet obsahu
trojuholnika AS2S; v tvare S = 16 — 27 alebo S = 27 + L5 a zvysné dva body za uréenie najmensej
a najvicésej hodnoty obsahu vyuzitim nerovnosti 1 < r; <4 alebo 1 < 79 < 4.

! Druhy koren t = — % kvadratickej rovnice 145t2 4 18t — 63 nemusime uvazovat, kedze v nagej situacii
sina > 0.



2. Na kazZdej z n+ 1 stien n-bokého ihlana je napisan€ c¢islo 0. V kazZdom kroku zvolime
niektory vrchol a ¢isla na vsetkych stendch obsahujicich tento vrchol zvicsime o 1 alebo
ich vsetky zmensime o 1. Dokdzte, Ze nemoZe nastat situdcia, v ktorej by na vsetkijch
stendch ihlana bolo napisané ¢islo 1. (Peter Novotny)

Riesenie. Oznac¢me b sicet ¢isel na bo¢nych stenach ihlana, a ¢islo na jeho podstave.
Ak zvolime niektory z vrcholov podstavy, ¢islo b sa zvac¢si o 2 alebo zmensi o 2 a ¢islo
a sa zvacsi o 1 alebo zmensi o 1. Hodnota vyrazu V' = b — 2a sa teda nezmeni. Pri
volbe hlavného vrcholu ostane ¢islo a nezmenené a ¢islo b sa zvacési alebo zmensi o n,
takze hodnota vyrazu V sa zviiési alebo zmens$i o n. KedZze na zacdiatku je V = 0, po
lubovolnom poc¢te krokov bude V' delitelné ¢islom n. Keby boli na vSetkych stenéch
jednotky, mal by vyraz V hodnotu n — 2. Toto ¢islo ale nie je delitelné ¢islom n, lebo
n = 3.

Iné riesenie. Nech pri volbe hlavného vrcholu sa u-krat ¢isla zviacsuju a v-krat zmen-
Suju. Podobne nech sa pri volbe vrcholu A; podstavy ¢isla w;-krat zviacsuja a z;-krat
zmensuji. Oznacme y = u — v, r; = w; — 2;. Keby boli na vSetkych stenach jednotky,
platili by rovnosti

T1+w2+y=1,
To+x3+y =1,

Tp-1+on+y=1,
Tp+x1+y=1,
4 as b, = 1. 1)

Séitanim prvych n rovnosti dostaneme 2(x1 +z2+---+x,)+ny = n a podla (1) mame
24+ ny =n.

Odtial vyplyva n | 2, ale to pre Ziadne n = 3 neplati.

Za Uplné rieSenie ulohy dajte 6 bodov. Pri prvom postupe za tivahy o zmenach hodnét a a b dajte
jeden bod, dalsie tri body za zistenie, ze hodnota vyrazu V (pripadne iného vhodného vyrazu, napr.
V = b+ (n — 2)a) musi byt stile delitelna ¢islom n. Zvysné dva body za ddkaz, Ze nemdédzu byt na
vSetkych stendch jednotky, pretoze by V nebolo delitelné ¢islom n. Pri druhom postupe dajte tri body
za zostavenie sustavy n + 1 rovnic ako v tu uvedenom rieSeni, dalsie dva body za rovnost 2 +ny = n
a jeden bod za zaver, Ze tato rovnost pre Ziadne n 2 3 neplati.

3. Urcte vsetky trojice redlnych ¢isel a, b, c, ktoré spliiaji podmienky
a2+ +c2=26, a+b=5 a b+c>T.

(Pavel Novotny)

Riesenie. Ukazeme, ze ulohe vyhovuje jedina trojica ¢isel: a =1, b =4 a c = 3.
Oznaéme s = b+ ¢ = 7. Dosadenim a = 5 — b a ¢ = s — b do prvej podmienky
dostaneme
a?+b0*+c=(5-0)%+b*+ (s —b)? = 26,

3



a teda
36 —2(s+5)b+s*—1=0. (1)

Tato kvadratickd rovnica s parametrom s mé& v mnozine redlnych cisel rieSenie prave
vtedy, ked pre jej diskriminant plati 4(s +5)% —12(s? — 1) = 0. Upravou tejto nerovnice
dostaneme s? — 5s — 14 < 0 ¢ize (s +2)(s — 7) < 0. Odtial s € (—2,7) a vzhladom na
podmienku s = 7 musi byt s = 7. Po dosadeni do (1) mame

3% — 24b + 48 = 0;
tato rovnica mé jediné rieSenie b = 4. I'ahko potom dopocitame a =1 a ¢ = 3.
Iné rieSenie. Ak uhiddneme vyhovujicu trojicua = 1, b = 4 a ¢ = 3, tak jej jedine¢nost
lahko zddvodnime, ked ukazeme, Ze hodnota nezdporného suctu

S=(a—1)2+(b—-4)>%+(c—3)?

musi byt pre kazda vyhovujicu trojicu rovné nule. Pri podmienkach zo zadania tlohy
totiz plati

S=(a®+b*+c*)—2(a+b) —6(b+c)+ (17 +4%+3%) =
=26—2-5—6(b+c)+26=42—6(b+c)<42—6-7 =0,

takze naozaj S =0,atedaa=1,b=4ac=3.

Za tplné rieSenie tlohy dajte 6 bodov. Jeden bod dajte za vyjadrenie a =5 —b, c= s — b, kde s > 7,
druhy bod za rovnicu 3b% — 2(s + 5)b + s2 — 1 = 0, dva body za nerovnicu 4(s + 5)? — 12(s?> — 1) 2 0
a jeden bod za jej vyrieSenie. Siesty bod potom za dopoéitanie b, a, c¢. Len za uhadnutie vyhovujtcej
trojice dajte 1 bod.

Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov.

Ucitelia posli opravené riesenia skolskych kol predsedom KK MO alebo nimi poverenej
osobe tak, aby zasielka bola doruc¢end pred Vianocami. Odportca sa odoslat ich najne-
skor 17. decembra 1. triedou.
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