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56. ro¢nik Matematickej olympiady Zadania uloh IMO

(Sutaz sa konala 24.—30.7. 2007.)

1. Dané st redlne ¢isla ay,aqg, ... ,a,. Pre kazdé i (1 < i < n) definujme
d; =max{a; : 1 £ j < i} —min{a; : i £ j = n}.

Nech
d=max{d; : 1 <1< n}.

(a) Dokéazte, ze pre Tubovolné redlne éisla 1 < xo < - -+ < x, plati nerovnost

IS

(+)

(b) Ukéazte, ze existuju také redlne éisla 1 < zo < -+ < x,, Ze v (%) nastane
rovnost.

max{|z; —a;|: 1S i< n} 2

(Novy Zéland)

2. Uvazujme pit takych bodov A, B, C, D, E, ze ABCD je rovnobeznik a Stvoruholnik
BCED je tetivovy. Priamka [ prechadza bodom A, pricom pretina usecku DC' v jej
vnutornom bode F' a priamku BC' v bode G. Predpokladajme, ze |EF| = |EG| = |EC.
Dokézte, ze priamka [ je osou uhla DAB. (Luxembursko)

3. Niektori i¢astnici matematickej sitaze su priatelia. Priatelstvo je vzdjomné. Skupinu
stfaziacich nazveme klika, ak kazdi dvaja z nich st priatelia. (Specidlne, Tubovolna
skupina pozostavajica z menej ako dvoch sutaziacich je klika.) Pocet ¢lenov kliky
nazveme jej rozmerom.

Vieme, ze najvicsi rozmer kliky pozostavajicej z ucastnikov sutaze je parne ¢islo.
Dokézte, ze vSetkych sufaziacich mozno rozsadit do dvoch miestnosti tak, aby najvic¢si
rozmer kliky v jednej miestnosti sa rovnal najvédcsiemu rozmeru kliky v druhej miest-
nosti. (Rusko)

4. Os uhla BC' A trojuholnika ABC pretina jeho opisant kruznicu v bode R réznom
od bodu C, os strany BC v bode P a os strany AC' v bode Q. Stred strany BC
oznac¢me K a stred strany AC oznac¢me L. Dokéazte, ze obsahy trojuholnikov RPK
a RQL sa rovnaju. (Ceskd rep.)

5. Kladné celé ¢isla a, b st také, ze &islo (4a® — 1)? je delitelné 4ab — 1. Dokazte, ze
a=>b. (Velka Briténia)

6. Nech n je kladné celé ¢islo. Uvazujme mnozinu
S=A{(z,y,2) : z,y,2€{0,1,... ,n}, x+y+2z >0}

pozostévajicu z (n + 1) — 1 bodov trojrozmerného priestoru. Uréte najmensi mozny
pocet rovin, ktorych zjednotenie obsahuje vsetky body z S, ale neobsahuje bod (0, 0, 0).
(Holandsko)



