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62. ro¢nik Matematickej olympiady
2012/2013 Riesenia tiloh domaceho kola kategorie A

1. Najdite vsetky dvojice prvocisel p, q, pre ktoré existuje prirodzené cislo a take, Ze

Pq a?+1

p+q a+1°

(Jan Mazak, Robert Toth)

RieSenie. Budeme sa najskor zaoberat pripadom, ked hladané prvocisla p a ¢ st rozne.
Vtedy su ¢isla pq a p+ ¢ nestudelitelné: sucin pq je totiz delitelny len dvoma prvocislami
p a q, ale sucet p + ¢ ziadnym z tychto prvocisel delitelny nie je.
Zistime, ktoré prirodzené &islo r moze byt spoloénym delitelom ¢isel a+1 a a® + 1.
Akr|a+1lastfasner |a®+1,potomr | (a+1)(a—1)atiezr | (a®+1)—(a®?—1) =2,
2 + 1
a+
alebo zakladny tvar vznikne vykratenim dvoma. Preskiimame obidve moznosti.
V prvom pripade, ktory zrejme nastava, ked je ¢islo a parne, musi platit

takze r musi byt niektoré z ¢isel 1 a 2. Bud je teda zlomok v zékladnom tvare,

pg=a*+1 a pt+g=a+l.
Cisla p, ¢ st teda korene kvadratickej rovnice 22 — (a+1)x+a?+1 = 0; jej diskriminant
(a+1)> —4(a®*+1) = —3a> +2a -3 = —2a® — (a — 1)* — 2

je ale zaporny, preto rovnica nemda v mnozine realnych cisel riesenie.
Ak je a neparne, je najvicsim spoloénym delitelom é&isel a? +1 a a+1 ¢&islo 2. Preto

2pg=a*+1 a 2(p+q)=a+1.

Cisla p, q st teda korene kvadratickej rovnice 22% — (a+1)z+a?+1 = 0; jej diskriminant
je ale taktiez zaporny. Ziadna dvojica réznych prvocisel p, ¢ teda tlohe nevyhovuje.
Ostala moznost p = ¢q. Potom

Y

pq _pp_p
2

p+qa p+p
preto
2(a? +1) 4
= 1 =92a—-24+ —;
P a+1 ¢ +a+1’

to je celé ¢islo prave vtedy, ked a + 1 | 4 ¢ize a € {1, 3}, takze p = 2 alebo p = 5.
Ulohe teda vyhovujt dvojicep=g=2ap=gq=>5.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. Nech p a g st prvoéisla. Zistite, aky je najviacsi spoloény delitel &isel p + g a p? + ¢2.
[2p, ak p = ¢; 2, ak sU p a ¢ rozne neparne prvodisla; 1, ak je jedno z &isel p, g parne
a jedno nepdrne]

21n +4
N2. Dokazte, ze zlomok 74_, v ktorom n je prirodzené &islo, sa neda kratit. [1. MMO,

14n 4+ 3
1959]



.....

N3. Urcte vSetky celé éisla viiésie ako 1, ktorymi mozno kratit niektory zo zlomkov tvaru
3p—q

———~ kde p a g st nestdelitelné celé &isla. [58-A—S-3]
5p + 2q )
x
N4. Najdite vsetky dvojice prirodzenych cisel z, y také, ze i je prvocislo.  [58-A-1-3]
rTy
N5. Uréte vietky dvojice prvoéisel p, ¢, pre ktoré plati p + ¢% = ¢q + p°. [65-B-II-1]
D1. N&jdite vsetky trojice navzajom roznych prvodéisel p, g, r spliiajice nasledujtce pod-
mienky:

plg+r, q|r+2p, r|p+3q
[55—A-II1-5]

2. Dve kruznice k1(S1,71) a ko(S2,72) sa zvonka dotykaji a leZia vo Stvorci ABC'D so
stranou a tak, Ze k1 se dotyka stran AD a CD a ko sa dotyka stran BC a CD. Dokdzte,
Ze aspon jeden z trojuholnikov AS1Ss, BS1S2 md obsah najviac %a2. (Tomas Jurik)

RieSenie. Usecky ASy a BS; lezia na uhloprieckach §tvorca, st teda navzajom kolmé
a pretinaju sa v strede P stvorca. Plati

|D51\:7’1'\/§7 |le|:(a—7“1)\/§» |P51’:<g—7’1) \/57
|052| :7“2'\/57 |A52| :(a—r2)\/§7 |P52|= <%—T2> \/5
Preto ma trojuholnik AS7.55 obsah

1 a
Sasiss = 5 ASa| - |PSi| = (a—72) (5 —71)
a trojuholnik BS7.55 obsah
1 a
Spsis; = 5|BS1| - |[PS:| = (a —11) <§ - 7“2) :
Sucet oboch obsahov je

2

Ozna¢me K bod dotyku kruznice ky so stranou AD, H a L body dotyku kruznice ks
so stranami C'D a BC' a M prieseénik priamok KS; a HSy (obr. 1).

3
S =(a—ry) (g — 7‘1) + (a—r1) (2 — 7‘2) =a®— 5@(7“1 +79) + 2r17ra.

D H C
So I
S &
. kz
P
k1
A B
Obr.1



Podla Pytagorovej vety pre trojuholnik Sy M .S je
(CL—?‘l —7’2)2—|- (7’1 —T2)2 = (7’1 —|—T’2)2.
Odtial dostavame

(a—mr1 — 7‘2)2 = 4rq7ra,

a—1ry—1ryg=24/r172,

a=r1+r2+2y/rire = (\/7“_1+\/E)2§4\/7”17”2

CL2

7‘17“2:E-

a teda
2r1 + 2ry = a.

(To vyplyva aj z rovnosti a = r1 +rg + 24/7172, lebo podla AG-nerovnosti je 24/r17r9 <
S 472.)
Preto

3 3
S:az—ﬁa(r1+r2)+2r1r2§a2——a2+—a = —a”.

7 v N . o . 3 2
To znamena, Ze aspon jeden z obsahov Sas,s,, SBs,s, je najviac {5a°.

Iné riesSenie. Mozeme polozit a = 1. Rozdiel obsahov trojuholnikov AS1S> a BS;Ss
je (podla vyjadrenia z prvého rieSenia)

Sas,s, — Spsys, = (1 —T2)<% —7“1) - (1 —T1)<% —7“2> = %(7‘2 —71).

Bez ujmy na vSeobecnosti mozeme predpokladat, ze 1 = ro. Potom Sus,5, < Sps,s,-
Poditajme teda obsah trojuholnika AS;S5. Podla Pytagorovej vety je (1 — 71 —72)2 +

+ (11— )% = (r1 4 12)2, odtial \/r1 + /72 = 1, a teda 72 = (1 — /r1)”. Oznacme
x = \/71. Z nerovnosti r; + ro = % ary Zry vyplyva r 2 % a z druhej strany plati

ry < %, pretoze kruznica kq lezi vo $tvorci ABC D. Odtial vyplyva % <z < \/g . Obsah
trojuholnika AS71.55 je

1 1 r
SA8, 8, :(1—7“2)<——7”1> = -1 - e =

2 2 2
1 2 1 2 2 2 4 5 1,
=52 —5(1—:1;) +2*(l—2)"=2" —2x — 3% + x;
3 . s 1, 3 N4 3, 5 3
R o I ICE o o
Sas, S, 16 x x 2w +x 16 x 5 x 233 4x+8
INF o/ 3\ 5 3
= S —— ) == - <
(x 2)[:” o 2) 4(5‘j 10)]20

vdaka tomu, Ze % <i<z< %\/5 < 2. Preto Sas, s, < 13—6.
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NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. Dokéazte, Ze pre polomery 71, r2 plati nerovnost r1 + rg = %a a rovnost VT + T2 =
= ﬁ'
N2. Oznac¢me G ten bod strednej priecky stvorca ABC D rovnobeznej so stranou AD, kto-
rého vzdialenost od strany AB je trojnasobkom vzdialenosti od strany C'D. Dokéazte,
ze G lezi vnutri kruznice k1 prave vtedy, ked r1 > T
N3. Dokéazte, Ze nemdzu sticasne platif nerovnosti 71 > ¢ a ro > %.
N4. Dokézte, ze obsah trojuholnika AS1S2 je mensi ako obsah trojuholnika BS1Ss prave
vtedy, ked r1 > ro.
Nb5. Dokézte, ze aspon jeden z trojuholnikov AS1S2, BS1S2 mé obsah najmenej %aQ.
N6. Je dand kruznica ki1(S1,71) a kruznica k2(S2,72), kde ro < r1. Tieto kruznice maju
vnutorny dotyk v bode A. Zostrojte kruznicu ks, ktorda ma vnutorny dotyk s kruzni-
cou k1, vonkajsi dotyk s kruznicou k2 a dotyka sa priamky ASj. [15-A-II-3]
N7. Dve kruznice k1(S1,71) a k2(S2,r2) sa zvonku dotykaja a lezia vo $tvorci ABCD
o strane a tak, Ze k1 sa dotyka stran AD a CD a ks sa dotyka stran BC a AB.
Vypoditajte obsah trojuholnika AS1S>. [%(\/5 —1)a?]

3. Oznacme p(n) pocet vsetkych n-cifernych cisel zloZenych len z cifier 1, 2, 3, 4, 5,
v ktorych sa kazZdé dve susedné cifry lisia aspon o 2. Dokdzte, Ze pre kazdé prirodzené
cislo n plati

5-2,4""1 <p(n) <5-2,5" L

(Pavel Novotny)

RieSenie. Odtrhnutim poslednej éislice vyhovujiceho (n+1)-ciferného ¢isla dostaneme
vyhovujtce n-ciferné ¢islo. V§imnime si, ako naopak z vyhovujiceho n-ciferného ¢cisla
vytvorime vyhovujuce (n-+1)-ciferné ¢islo. Ak sa konéi n-ciferné ¢islo ¢islicou 1, mézeme
na koniec pridat niektoru z ¢islic 3, 4, 5. Za ¢islicu 2 moézeme pridat niektora z éislic 4,
5, za Cislicou 3 moze nasledovat 1 alebo 5, za ¢islicou 4 méze byt 1 alebo 2 a za ¢islicu
5 mozeme pridat jednu z ¢islic 1, 2, 3. Vidime, Ze zdlezi na tom, aké je posledné ¢islica.
Oznacme preto a,, po¢et vyhovujucich ¢isel zakoncenych niektorou z ¢islic 1, 5, b,, pocet
¢isel zakoncenych niektorou z ¢islic 2, 4 a ¢,, pocet ¢isel zakoncenych ¢islicou 3. Potom
p(n) = a, + b, +cp. Zrejme a; = by =2, ¢ =1, p(1) =5=5-24°=5-.25° ay = 6,
by =4,c0=2,p(2)=12=5-24 <5-25%
Z predchadzajacich tvah vyplyva platnost rekurentnych vztahov

pt1 = ap + by +2¢,, bpy1 = an + by, Cpr1 = ay. (1)
Z nich vyplyva az = 14, b3 = 10, c3 = 6, p(3) = 30 € (5-2,4%;5 - 2,52).
Matematickou indukciou dokézeme, ze pre kazdé n = 3 plati
> n > 2 n > n—1
an:2747 bn:§2747 Cn:274 .

Pre n = 3 to plati. Ak a, = 24", b, = 3-24" a ¢, =224, tak aj

2
Upi1 = Gp + by +2¢, 224" + . 24" +2.24"71 =

2 5
— 94" (1 +3+ 6) —95.24" > 241

2 5 2
b1 = an +by 224" + 224" = 224" > 2. 2,477,

Cni1 = ap = 2,4,



7 prave dokazanych nerovnosti vyplyva
2
p(n) =an +b, +cp, =24" + = 3 24" 424" =(244+16+1)-24" 1 =5.24""1

Podobne dokdZzeme druht nerovnost; dokézeme, Ze pre n = 3 plati

2
an <k-25"% b,<k- 3 2,5 ¢, <k-2,5"1 (2)

kde k je vhodne zvolené ¢islo. Potom bude

5 31 31
p(n) =an +b, +c, <k-25"1. (2,5+§+1) =k-2,5"1. 5 :5k-3—0-2,5"—1.

Ak teda zvolime k = 2(1)7 bude pre kazdé n = 3 platit p(n) < 5-2,5" L.

Ostava matematickou indukciou dokézat nerovnosti (2), v ktorych k = 22. Pre
n = 3 nerovnosti platia. Ak plati (2), tak aj

4 3
an+1:an+bn+20n§k'275n <1+ +g> k- 25” 1
bn+1:an+bn§k-2,5”-< 3) k-

Cni1 =ap S k-2,5".

Iné rieSenie. Ukazeme, ze kazda z postupnosti {a,}, {b,}, {c,}, ktoré boli zavedené
v prvom rieSeni, spliia v désledku rovnosti (1) rekurentnti rovnicu x, 12 = 2,41 +
+ 2, — 2x,_1, takZe ju spliia aj postupnost skiimanych hodnét p(n) = a,, + b, + cn,
¢o dalej zapiseme vztahom (3).
Naozaj, z prvej a tretej rovnosti v (1) dostavame a1 = a, + by, + 2a,,—1, odkial

by, = pt1 — Ap — 20p—1, A& teda aj b1 = Upy2 — Qpy1 — 20p.
Vzhladom na druhi rovnost v (1) tak plati

Ap+4+2 — Ap41 — 2an - bn+1 =ay + bn =ay + (an—l—l — Qp — 2an—1)7
odkial porovnanim krajnych vyrazov vychadza avizovana rovnost

Gnt2 = 2ap4+1 + 20, — 20y, 1.
Teraz trikrat dosadime a,, = b,,1 —b,, do rovnosti b,, = a,+1 —a, —2a,_1 a dostaneme
bn = (bn—|—2 - bn—|—1) - (bn—l—l - bn) - 2(bn - bn—l)a

odkial po tprave vychadza

bn+2 - 2bn+1 —|- 2bn - an—l-
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Napokon, postupnost {c,} je len ,posunutd“ postupnost {a,}, takze
Cnt2 = Apt+1 = 20y + 201 — 20p—2 = 2Cp41 + 2¢5 — 2¢p—1.

Spojenim vsetkych troch rekurencii mame

p(n+2) =2p(n+1) +2p(n) — 2p(n — 1). (3)
Matematickou indukciou dokdzeme, Ze pre kazdé k = 1 plati
2,4p(k) = p(k +1) = 2,5p(k). (4)

Pre k = 1 aj pre k = 2 nerovnosti (4) platia. Ak plati (4) pre vSetky k €
€{1,2,... ,n+1,n+ 2}, potom

p(n+3) =2(p(n+2) +p(n+1) - p(n)) 2

1\

2 2(p(n+2) +pn+1)— p—(nz—z 1)) = 2(p(n+2) + —7p(n+1)>

) 12
7 pn+2)\  T4p(n+2)

9 9) 4 . 2.4p(n +2).
(p("+)+12 2,5) 30 > 2Ap(n+2)

1\

Podobne tiez

p(n+1)> <

p(n+3)g2(p(n+2)+p(n+1)_ 25

< 2<p(n +2)+ g : 1’%) = 25p(n +2).

Z rovnosti 5 - 2,4% = p(1) = 5-2,5° a nerovnosti (4) vyplyva, ze nerovnost 5 -
24771 < p(n) £5-2,5"1 plati pre kazdé prirodzené n.

Pozndmka. Rovnica (3) sa nazyva linedrna diferencnd rovnica s konstantnymi koefi-
cientmi. Znamy rekurentny vztah g,11 = g, - ¢ pre geometrické postupnosti napoveda,
Ze rovnici (3) by mohli vyhovovat niektoré geometrické postupnosti, teda p(n) = ¢".
Dosadenim do (3) dostaneme pre kvocient g tzv. charakteristicki rovnicu

@ —2¢°—2q+2=0,

ktorda ma tri redlne korene q; = —1,170086 487, q» = 0,688 892182, q3 = 2,481 194 304.
D4 sa dokazat, ze kazdé rieSenie rovnice (3) je linedrnou kombinaciou postupnosti {¢7 },

{65} a {g5}, teda
p(n)=ca-qf +B-q3 +7- 43
Koeficienty «, g, v vypocitame zo stustavy rovnic
aqi+Bg+v4s = p(1) =5, aqi+Ba+va; = p(2) =12,  agi+PBgs+vas = p(3) = 30.

Namiesto tretej rovnice sa da pouzit o + 5 + v = p(0) = 2; ¢islo p(0) sa sice neda
definovat ako pocet O-cifernych cisel, ale p(0) = 2 odpoveda vzfahu (3). Pre ¢leny
postupnosti tak dostaneme priblizné vyjadrenie

p(n) =~ —0,063 627 54647 + 0,108 637 179¢5 + 1,954 990 367¢s5 .

(Tato pribliznd rovnost sa da pouzif zhruba po n = 20, pre vicsie n uz sa prejavia
zaokruhlovacie chyby.)



NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Oznacme p, pocet vSetkych n-cifernych ¢isel zlozenych len z ¢islic 1 a 2, v ktorych
se nevyskytuju dve jednotky vedla seba. Dokazte, ze pn = Fny3, kde F} je k-ty ¢élen
Fibonacciho postupnosti.

N2. Oznac¢me p, pocet vSetkych n-cifernych ¢isel zloZzenych len z ¢islic 1, 2, 3, v ktorych
sa nevyskytuju tri rovnaké ¢islice vedla seba. Dokazte, Ze pre kazdé prirodzené ¢islo n
plati p, > 2,7™.

N3. Oznacme p, pocet vSetkych n-cifernych ¢isel, v ktorych desiatkovom zapise sa vysky-
tuju vedla seba dve nuly. Dokazte, ze

() (=) ]

1
n=9-10""1— :
P V117

D1. Po vrcholoch pravidelného osemuholnika ABC' DEF G H skace klokan. Kazdym skokom
sa premiestni z jedného vrcholu do niektorého z oboch susednych; za¢ina v A a zastavi
sa, akondhle sa prvykrat dostane do E. Ozna¢me a, pocet vSetkych roznych ciest z A
do FE zlozenych prave z n skokov. Dokazte, ze pre vSetky k =1,2,3,... plati

2 2

1 - -
(xk 1_yk 1)7

asp = ——
2k \/5

pridom x = 2 + /2, y = 2 — /2. [21. MMO, 1979]

azp—1 =0,

4. Ndjdite vsetky funkcie f:R\ {0} — R také, Ze pre véetky nenulové ¢isla x, y plati

z- fley) + f(=y) =z f(z),
(Pavel Calabek)

RiesSenie. Dosadenim z = 1 dostaneme

fy) + f(=y) = f(1).

Ak ozna¢ime f(1) = a, mame f(—y) = a — f(y). Dalej dosadime y = —1 a mame

v f(=x) + (1) =z f(2),

z(a—f(z)) +a=z- f(z)

a odtial

= 80 1),

Skuskou overime, ze pre [ubovolné redlne ¢ vyhovuje kazda funkcia f(x) = ¢(1 + 1/x):

v flay)+ S =ze(1t =) be(1+ =) =efot 1) =

Y Y ) )
1
=clx+1)= c:r:(l + —) =z f(x).
T
Iné rieSenie. Ozna¢me f(1) = a. Dosadenim y = —1 do danej rovnice dostaneme

zf(—x)+a=af(x)

7



a odtial

Danti rovnicu upravime na tvar

Flay) + - F(-) = (@)

a po pouziti (1) mame

1 a
flay) + 5 (F0) = ) = 7@)
fly) a _
f(ﬂfy)+7—x—y = f(=).
Zamenou x a y navyse dostaneme
flz) @
f(yiﬂ)+7 " = (),
takze od¢itanim poslednych dvoch rovnic
f@)  fly) _
7—7 = fly) — f(=z)

a po dosadeni y = 1 vyjde
1
2f(x) = a(l + —).
x

Opiit sa skuskou presvedéime, ze kazd4 funkcia f(x) = ¢(1 + 1/x) je rieSenim.

Iné riesenie. Dosadenim y = —1 dostaneme

ef(—x) + f(1) = xf(x),

po Uprave

Dosadenim x = 1 dostaneme

teda aj
f@) + f(=z) = f(1) (3)
R . _f@) LN ,
a po s¢itani rovnic (2) a (3) mame f(z) = 5 1 + — ); opét ostava urobit jednoduchi
x
skasku.



NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
D1. Najdite vietky funkcie f: (0,00) — (0,00), ktoré spliiaju zaroven tri nasledovné
podmienky:
a) Pre lubovolné neziporné éisla = a y také, ze x + y > 0, plati rovnost

f @ @) ) = f(jj’y);

b) f(1) =0,

¢) f(x) > 0 pre lubovolné z > 1. [64—-A-1-6]
D2. Nech R* znaéi mnozinu vSetkych kladnych realnych &isel. Uréte vsetky funkcie
f: Rt — R+, ktoré pre vsetky kladné &isla x, y spliiaji rovnost

22 (f(2) + f(y)) = (@ +y)f (f(2)y) -

[63—-A-I11-6]
D3. Nech R+ znaéi mnozinu vsetkych kladnych redlnych &isel. Najdite vsetky funkcie
f: Rt — R+ splnajice pre lubovolné z,y € Rt rovnost

f(xf(y) = f(zy) + .

[61-A—II1-6]
D4. Nech R* je mnozina vsetkych kladnych realnych éisel. Najdite vetky funkcie f: Rt —
— R+ také, ze pre vietky z,y € RT plati

F@) - Fy) = F@) - f (= F() + miy

[60-A-III-6]
Uzito¢né informacie o funkcionalnych rovniciach st napriklad na

http://atrey.karlin.mff.cuni.cz/"franta/bakalarka.

5. Oznacme I stred kruznice vpisanej trojuholniku ABC. KruZnica, ktord prechddza
vrcholom B a dotyka sa priamky AI v bode I, pretina strany AB, BC' postupne v bodoch
P, Q. Priesecnik priamky QI so stranou AC oznacme R. Dokdzte, Ze plati

|AR| - |BQ| = |PI.

(Jaroslav Svréek)

Riesenie. Oznac¢me «, 3, v velkosti vnutornych uhlov trojuholnika ABC pri vrcholoch
A, B, C a J prieseénik priamky A[ so stranou BC' (obr. 2). Uhol PBI je obvodovy uhol
prislusny k tetive PI a uhol QBI je obvodovy uhol prislusny k tetive (). Pretoze oba
tieto obvodové uhly maju rovnakt velkost % B, maju usecky PI a IQ rovnaka dlzku.
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Obr. 2

Usekovy uhol JIQ je zhodny s obvodovym uhlom QBI, jeho velkost je preto %ﬁ . Zo
zhodnosti vrcholovych uhlov potom vyplyva [{ RIA| = 8. Tt ista velkost ma i usekovy
uhol PIA, ktory je zhodny s obvodovym uhlom PBI. Dalej plati | RAI| = |[{PAI| =
= La. Podla vety usu st trojuholniky RIA a PIA zhodné, a preto |RI| = |PI|.

Uhol QIB mé velkost

|4QIB| = 180° — |{AIB| — |£JIQ| = 180° — (9o° + 1) - g -

2
— 90° — (g + %) - % = |{RAI.

Velkost uhla QIB se da urcit i nasledovne: Podla vety o tsekovom uhle plati
|£LAIP| = 18 = |£IPQ)|. Zo zhodnosti striedavych uhlov vyplyva AI || PQ. Odtial
|£QPB| = |{IAB| = o a zo zhodnosti obvodovych uhlov méme |£QIB| = %o

Zo zhodnosti uhlov [LQIB| = |{RAI| a |{QBI| = |{RIA| vyplyva podobnost
trojuholnikov AIR ~ I BQ a odtial |[AR|/|RI| = |1Q|/|QB], takze

|AR| - |QB| = |RI| - |IQ| = |PI|*.
Na dokaz podobnosti trojuholnikov AIR a I BQ méze posluzit i rovnoramennost
trojuholnika CR(Q), v ktorom os uhla je sticasne taznicou.
NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Dokéazte, ze v danej situacii plati:

a) |£JIQ| = |LRIA| = |{PIA| = |£IPQ| = |{PBI| = |£QBI| = 1;

b) PQ | AL
c) |£QIB| = |£QPB| = |{IAP| = |[{RAI| = {o;
d) |CR| = |CQJ;

e) |[£BQR|=|{ARQ| =90° + %~.
D1. Do kruznice k je vpisany $tvoruholnik ABC D, ktorého uhlopriecka BD nie je prieme-
rom. Dokéazte, ze priesecnik priamok, ktoré sa kruznice k dotykaja v bodoch B a D,
lezi na priamke AC prave vtedy, ked plati |AB|-|CD| = |AD| - |BC|. [61-A-TI-3]
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D2. Dany je rovnobeznik ABCD s tupym uhlom ABC. Na jeho uhlopriecke AC v polrovine
BDC zvolme bod P tak, aby platilo | BPD| = | ABC|. Dokaizte, ze priamka CD je
doty¢nicou ku kruznici opisanej trojuholniku BC P prave vtedy, ked usecky AB a BD
st zhodné. [69-A-T1I-2]

D3. Nech M je Tubovolny vnutorny bod prepony AB pravouhlého trojuholnika ABC.
Oznacme S, S1,S2 stredy kruznic opisanych postupne trojuholnikom ABC, AMC,

BMC.
a) Dokézte, ze body M, C, S1, S2 a S lezia na jednej kruznici.
b) Pre ktort polohu bodu M ma tato kruznica najmensi polomer? [66—A-II-3]

D4. Nech L je lubovolny vnutorny bod kratsieho obluka kruznice opisanej stvorcu ABCD.
Ozna¢me K prieseénik priamok AL a C'D, M priesecnik priamok AD a CL a N
priese¢nik priamok M K a BC'. Dokazte, ze body B, L, M, N lezia na tej istej kruznici.

[63-A-III-5]

6. V obore redlnych cisel vyrieste sustavu rovnic

sin? x 4 cos? Y= tg2 2,

2

sin? Y+ cos®z = tg2 x,

2

sin? z + cos? z = tg?y.

(Pavel Calabek)

RieSenie. Substiticiou cos? z = a, cos? y = b, cos? z = ¢ vznikne ststava
1
l—a+b=--1,
c
1
l—-b+c=-—-1, (1)
a
1
l-c+a=--1,
b
pricom a,b,c € (0,1).
Scitanim tychto rovnic dostaneme
1 1 1
-+ -+ - =6,
a b ¢

teda harmonicky priemer cisel a, b, ¢ je %
Po vynasobeni rovnic postupne ¢islami ¢, a, b mame

c—ac+bc=1-—c¢,
a—ab+ac=1-—a,

b—bc+ab=1-b

a po séitani 2(a+b+c) = 3. Aritmeticky priemer ¢isel a, b, ¢ je teda taktiez % Z rovnosti
aritmetického a harmonického priemeru vyplyvaja rovnosti a = b = ¢ = % Skuskou
sa lahko presved¢ime, Ze tato trojica vyhovuje ststave (1). RieSenim danej sustavy s
vSetky trojice (iﬂ' + %lm, iw + %lw, %7‘(’ + %mﬂ), kde k, I, m su celé ¢isla.

Iné rieSenie. Pouzijeme substitticiu z prvého rieSenia. Sustava (1) je cyklickd; ak je jej
rieSenim trojica (p, q,r), vyhovuju aj trojice (q,r,p) a (r,p, q). Staci teda najst vSetky
rieSenia, pre ktoré plati a = b,a = ¢, a vSetky ostatné dostaneme cyklickou zamenou.
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Nech teda a = b,a = c. Z prvej rovnice potom vyplyva 1/c =2—a+b < 2, a preto
c= % Podobne z tretej rovnice 1/b =2 —c+a = 2, preto b < %, a teda aj b < c. Podla
druhej rovnice potom 1/a =2 — b+ c 2 2, takze a < % Dokopy teda plati

1\
1\
1\

a Cc

1
9’

N =

a preto a = ¢ = % Teraz uz z ktorejkolvek rovnice dostaneme b = % Rovnako ako
v prvom rieSeni overime, Ze najdend trojica ststave (1) vyhovuje a vyjadrime vseobecné
rieSenie zadanej sustavy.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. Nerovnost
a1+a2—|—...—|—an> n
n T 1/a1+1/as+ ...+ 1/an

medzi aritmetickym a harmonickym priemerom lubovolnych kladnych ¢&isel a1, ag, ...,
an odvodte dvojakym pouzitim znamejSej nerovnosti medzi aritmetickym a geomet-
rickym priemerom. Uké&zte pritom, Ze rovnost v odvodenej nerovnosti nastane jedine
vtedy, ked a1 = a2 = ... = ap. [Odporacant AG-nerovnost zapiste ako pre n-ticu
uvazovanych cisel a;, tak pre n-ticu ¢isel k nim prevratenych a zapisané nerovnosti
potom medzi sebou vynasobte. Tvrdenie o rovnosti vyplyva z podobného tvrdenia
o rovnosti v AG-nerovnosti.]
D1. V mnozine redlnych cisel rieste stistavu rovnic

1 1 1 1
2 _ 2 _ 2 _ 2 _
[£2 = y? = 22 = w? =1, teda 16 rieseni]
D2. V obore realnych cisel rieste ststavu rovnic
22 —y=2% y?—z=2% 22—ax=4%
[67-A-S-1]
D3. V obore realnych cisel rieste ststavu rovnic
vVe—y2=2-1, Vy—-22=z-1, Vz—22=y—1.
[69-A—S-1]
D4. V obore redlnych Cisel rieste ststavu rovnic
V2 —y=z—-1, VJy2—z=zxz-1, Vz2—z=y—1.
[69-A-I-1]

D5. V obore realnych cisel vyrieste stistavu rovnic

2?2 42z =6(y+2-2), y?+2zx=6(z4+x—-2), 22+2zy=6(zx+y—2).

[63-A-S-3]
D6. V obore realnych cisel vyrieste ststavu rovnic
1 1 1 1 1 1
?==4 -, yi=ct o, =g
Yy oz z Tz oy
[63—A-I-6]

D7. V obore realnych cisel vyrieste sustavu rovnic
c(y+z+1)=92+22-5, yz+aox+1)=22+22-5, z(z+y+1) =22 +4% -5

[54-A-11-2]
D8. V obore realnych cisel vyrieste stistavu rovnic

2 —1=ply+2), v"’—1=p+a), 2>—1=p(x+y)

S nezndmymi x, y, z a parametrom p. Vykonajte diskusiu poctu rieseni. [51-A-II-4]
D9. V obore realnych cisel rieste ststavu rovnic

zt +y? +4=5yz, y*+22+4=>5z22, 2 +a2?4+4=>5zy.
[61-A-ITI-6]
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