skmo.sk

60. ro¢nik Matematickej olympiady
2010/2011 Riesenia tloh ¢esko-polsko-slovenského stretnutia

1. Nech a, b, ¢ si kladné redine &isla také, Ze a* < be. Dokdzte, Ze b3 +ac? > ab(a +c).
(Pavel Novotny)

RieSenie. Séitanim troch AG-nerovnosti

4a3b + b3c + 2¢%a = Tabe,
4b3¢c+ 3a + 2a3b = Thca,
4c3a + a®b + 2b3¢ = 7cab

dostaneme
a’b+ bc+ c*a = a*be + b*ca + c*ab. (1)

Z predpokladu a? < be vynasobenim ab vyplyva b%ca > a3b, ¢o spolu s (1) dava

b*c+ ca > a’be + cfab  ize b+ ac® > ab(a + c).

Iné riesenie. Podla AG-nerovnosti a danej nerovnosti plati

%bg’ + %ac2 > V6a3¢8 = bevadbe > abe,
%bg' + %ac2 > Vb9a2c¢t = bV a2btct > a?b.

Ich sé¢itanim ziskame hladany odhad.

2. Na tabuli je napisaniych n nezdpornich celjch éisel, ktorych najvicési spoloény delitel
je 1. V jednom kroku mozZeme zotriet dve také Cisla x, y, Ze x = y a nahradit ich
dvojicou ¢isel x —y, 2y. Urcte, pre ktoré n-tice povodnijch ¢isel mozZeme dosiahnut stav,
ked medzi ¢islami na tabuli bude n — 1 nail. (Polsko)

Riesenie. Odpoved. Sucet danych ¢isel musi byt mocnina ¢isla 2.

Predpokladajme, ze dané ¢isla nie su vSetky nulové. Oznac¢me S ich celkovy sucet
a D ich najvicsi spoloény delitel. Na zaciatku je D = 1, zatial ¢o na konci by malo byt
D = S, pritom sucet S vsetkych ¢isel na tabuli sa nemeni.

Po kazdom opisanom kroku sa aktualna hodnota D bud nezmeni, alebo narastie
na dvojnasobok. To vyplyva z toho, ze bud nsd(x — y,2y) = nsd(z — y, y) = nsd(x, y),
alebo nsd(x — y,2y) = 2nsd(z — y,y) = 2nsd(z,y). Vzhladom na to, Ze nsd(a, b, c) =
= nsd(nsd(a, b), ¢), fahko uvedeny postreh rozsirime na najviésieho spoloéného delitela
vSetkych ¢isel na tabuli. Ak teda zostane nakoniec na tabuli jediné nenulové ¢islo, musi
tym ¢islom byt mocnina dvoch.

Ak je naopak S mocninou ¢isla 2, ukaZzeme, ako postupovat, aby sme dostali
n — 1 nal. Zapisme vSetky cisla na tabuli v dvojkovej stustave. Ak sa na tabuli este
aspon dve nenulové ¢isla, vezmeme dve z nich, ktorych zapis koné¢i najmensim poctom
nul (také ¢isla st asponi dve, kedze celkovy sucet je mocnina dvoch). Po opisanej operacii
namiesto nich zrejme dostaneme dve ¢isla, ktoré maji na konci aspon o jednu nulu viac.
Je teda jasné, Ze po koneénom pocte krokov musime skonc¢it tym, Ze na tabuli bude
jediné nenulové cislo.



3. Body A, B, C, D lezia v tomto poradi na kruznici, pricom AB }y CD a dizka
oblika AB, ktory obsahuje body C, D, je dvakrdt vicsia ako dizka oblika CD, ktory
neobsahuje body A, B. Nech E je taky bod v polrovine ABC, Ze |AC| = |AE| a |BD| =
= |BE)|. Dokazte, Ze ak kolmica z bodu E na priamku AB prechddza stredom oblika C D
neobsahugiceho body A, B, tak |{ACB| = 108°. (Tomas Jurik)

Riesenie. Najskor sformulujeme a dokazeme pomocné tvrdenie.

Lema. Dané st kruznice I'1, I's pretinajuce sa v bodoch K, L, pricom stred Sy kruznice
Iy lezina'y. Ak M € I’y (M # K, L) a priamka KM pretina I'y v bode N (réznom
od K), tak [MN| = |ML]|.

Dokaz. Ak M = S5, tvrdenie lemy je trividlne. Zaoberajme sa len pripadom M # Ss.
Najskor dokazeme, ze priamka M .S je osou uhla NM L.

Ak M lezi na obliku K L neobsahujicom Ss (obr.1a), tak uhly KM Ss, SoM L st
obvodovymi uhlami nad zhodnymi tetivami Sy K, Sy L, teda maji rovnaka velkost. Ak
M lezi na obluku K L obsahujicom Ss, mézeme bez ujmy na vSeobecnosti predpokladat,
Ze lezi na obluku S3L neobsahujicom bod K (obr.1b). Potom s vyuZzitim tetivovosti
stvoruholnika KSo ML méame |£SoMN| = 180° — |LSoMK| = 180° — |[LS2LK| =
= 180° — |[LSoKL| = |£SoML)|.
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Obr. 1b

Uvazujme osovu sumernost podla osi MS;. V nej sa kruznica I's zobrazi sama
na seba (lebo jej stred lezi na osi simernosti). Priamka ML sa zobrazi na priamku
MN (lebo MSs je osou uhla NML). Takze mnozina M L NIy sa zobrazi na mnozinu
MNNTy ={K,N}. Kedze L € MLNT2, musi sa L zobrazif na K alebo N. AvSak
okrem pripadu, ked M S5 je priemerom I'(, priamky K L a M S5 nie st navzajom kolmé,
teda L sa nemdze zobrazit na K a musi sa zobrazit na N, odkial |M L| = |M N|. Pripad,
ked M S5 je priemerom I'y, nemusime brat do uvahy, kedze vtedy MK je doty¢nicou
kruznice I'y, ¢iZze ju nepretina v dalsom bode N # K. U

Oznac¢me S priesecnik kolmice na AB vedenej cez E a oblika C'D. Nech k; je
kruznica so stredom A prechadzajuca bodom C a ks je kruznica so stredom B pre-
chadzajica bodom D. Kruznicu opisani tetivovému stvoruholniku ABC D oznac¢me k.
Priamka SC pretina kruznicu k; v C’ a priamka SD kruznicu ko v D’. Nech kNk; =
={C,C"}, kNky = {D, D"}. Priese¢nik kruznic k1, ko rozny od E oznac¢me E’. Sporom
dokazeme, ze C"”" = D" = FE'.



Bod S lezi na chordéale kruznic ki, ko, preto z jeho mocnosti k tymto kruzniciam
mame |SC| - |SC’| = |SD|-|SD’|. Podla zadania |SC| = |SD|, takze aj |SC’'| = |SD’|.
S vyuzitim pomocnej lemy potom mame |[SC”| = |SC’| = |SD’'| = |SD"|.

Ak by C”, D" boli rozne body, trojuholnik SD”C" by bol rovnoramenny a jeho
vyska z vrcholu S by prechadzala stredom kruznice k. Stvoruholnik CDD”C” (resp.
CDC"D") by bol rovnoramenny lichobeznik (]SC| = |SD|). Body A, B sa vSak daju
urcit ako priesecniky osi usec¢iek CC”, DD" s kruznicou k, takze aj ABCD by bol
vzhladom na symetriu rovnoramenny lichobeznik, ¢o je v spore s predpokladom AB }
k¥ CD.

Obr. 2

Ozna¢me |LDE'S| = |ASE'C| = o a |{AE'D| = B. Potom |£CE'B| = 2o — f3,
pretoZze obluk AB je dvakrat dlhsi ako obluk C'D (obr.2). Z rovnosti |[BD| = |BE'|,
|AC| = |AE'| vyjadrime velkosti uhlov v trojuholniku ABE":

20+ 3= |{AE'C| = |{ACE'| = |{ABF'|,
4a — B =|4BE'D| = |{BDE'| = |{BAE/|.

Odtial
180° = 2a + B+ 4a — B+ 4o = 10, Cize o = 18°

a |{ACB| = 180° — |{AE'B| = 180° — 4a = 108°.

4. Mnohoclen P(x) s celociselnymi koeficientmi spliia nasledujiicu podmienku: Ak pre
mnohocleny F(x), G(x), Q(x) s celociselnymi koeficientmi plati

tak aspon jeden z mnohoclenov F(x), G(x) je konstantny. Dokdzte, e P(x) je kon-
§tantny mnohodlen. (Polsko)

Riesenie. Dokazeme tvrdenie tlohy sporom. Predpokladajme, Ze P nie je konstantny,
a uvazujme najskor pripad, ked je mnohoclen P lineérny, teda P(x) = ax+b pre nejaké
a,b € Z, a # 0. Vezmime Q(z) = ax?® + (b+ 1)z, potom

P(Q(z)) = alaz® + (b+ 1)x) + b = a®2® + a(b+ 1)z + b = (az + b)(az + 1)
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je rozklad mnohoélena P(Q(x)) na suc¢in dvoch nekonstantnych mnohoclenov azx + b
a ar + 1, ¢o odporuje predpokladu tlohy.

Ak je stupeit mnohoclena P aspoti 2, teda P(z) = a,2"+a,_12" 1+ -+ajx+ay,
pricom n > 1 a a,, # 0, vezmime mnohoclen Q(x) = P(z)+x. Pre mnohoc¢len P(Q(x)),
ktory mé stupeni n? > n, plati

P(Q(z)) — P(z) = P(P(z) + z) — P(z) = » a;((P(z)+ )" — ).
i=0

Z rovnosti a'—b' = (a—b)(a* "t +a'"2b+. . .+b" 1) viak vyplyva, ze kazdy z mnoho¢lenov
(P(z)+x)!—2" je delitelny mnohoc¢lenom P(x). Preto aj mnoho¢len P(Q(z)) je delitelny
mnohoélenom P(x). To vedie opéf k sporu, pretoze stuperi mnohoclena P(Q(x)) je

.....

P(Q(z)). Tym je tvrdenie dokazané.

5. V konvexnom stvoruholniku ABCD oznaé¢me M, N postupne stredy stran AD, BC'.
Na strandch AB a CD s postupne zvolené€ také body K a L, Ze |{MKA| = |£NLC|.
Dokazte, Ze ak priamky BD, KM, LN prechadzaju jednym bodom, tak

{KMN|=|{BDC| a |{LNM|=|{ABD|.

(Polsko)

Riesenie. Ozna¢me P stred uhlopriecky BD a () priese¢nik priamok BD, KM a LN.
Bez ujmy na vseobecnosti predpokladajme, ze bod B lezi medzi bodmi @ a D (obr. 3).
Kedze PM a PN su stredné priecky trojuholnikov ABD a DCB, je PM || AB
a PN || CD. Takze |{PNL| = |{NLC| = |{MKA| = |{KMP|, ¢o znamena, ze body
P, M, @, N lezia na jednej kruznici. Z rovnosti obvodovych uhlov nad tetivou N@Q tak

Obr. 3

vyplyva |[{KMN| = |{QMN| = |£QPN| = |£BDC|. Podobne vychadza |{LNM| =
= 180° — |[{QN M| = 180° — |£QPM| = |{MPD| = |{ABD|.



6. Nech a je lubovolné celé ¢islo. Dokdzte, Ze existuje nekonecne vela prvocisel p takijch,
ze

p|n*+3 a  p|lm®—a
pre nejaké celé éisla n, m. (Polsko)

Riesenie. Tvrdenie najskor dokdzeme pre a = 0. Vtedy mé druh& podmienka tvar
p | m3, takze je splnend pre kazdé prvoéislo p volbou m = p. Staci teda dokézat, ze medzi
delitelmi ¢isel n2+3 (n € Z) je nekone¢ne vela prvoéisel. Pripustme, Ze vSetkych takych

prvocisel je naopak konecne vela, a ozna¢me ich pq, pa, ..., p,. Cislo (3p1pa...p.)% +
+ 3 = 3(3p3p3...p2 + 1) vSak méa netrividlneho delitela 3p?p3...p2 + 1, ktory nie je
delitelny ziadnym z prvocisel pq, pa, ..., pr, a to je spor.

Teraz tvrdenie dokazeme pre a # 0. Z rovnosti

(9a%k3)? 4 3 = 3(27a*k5 + 1)

(9a’k*)? — a = a(3%a%k'? — 1) = a(27a*k® — 1)(27a*k® + 1)

vyplyva, Ze pre kazdé celé k je ¢islo 27a*k® +1 spoloénym delitelom é&isel n?+3 a m3 —a,
pricom n = 9a?k® a m = 9a3k*. Staci teda dokazat, ze pre Iubovolné dané a medzi
delitelmi ¢isel 27ak® + 1 (k € Z) existuje nekonecne vela roznych prvoéisel.

Predpokladajme naopak, zZe takych prvocisel je len konecéne vela, a ozna¢me ich pq,
P2, ..., Pr. Pre k = p1pa...p, +1 je viak zrejmé, ze ¢&islo 27a*k% +1 > 1 nie je delitelné
Ziadnym z prvocisel pi, pa, ..., pr. M4 teda dalsieho prvocinitela p ¢ {p;: 1 < i < r}.
Dospeli sme tak k sporu, ktory dokazuje tvrdenie tlohy.



