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60. ro¢nik Matematickej olympiady
2010/2011 Riesenia iloh MEMO

I-1. Na zaciatku je na tabuli napisané c¢islo 44. Celé ¢islo a na tabuli mozeme nahradit
Styrmi navzdjom roznymi celymi cislami aq, as, az, a4 takymi, Ze ich aritmeticky
priemer %(al + as + as + aq) je rovny ¢islu a. V kazdom kroku naraz nahradime vsetky
¢isla na tabuli vyssie opisanym sposobom. Po 30 krokoch bude na tabuli n = 43° celgjch
cisel by,bo, ..., b,. Dokdzte, Ze

b2 4 b2+ ...+ b2
1o +”22011.

n

(Chorvatsko)

.....

aritmeticky priemer druhych mocnin ¢isel na tabuli. Dokazeme, ze toto zvicSenie je
dostatocne velké. Za¢neme pomocnym tvrdenim.

Lema. Ak aq, as, a3, aq su Styri navzajom rozne celé cisla také, ze ich aritmeticky
priemer a = i(al + as + az + ay) je tiez celé éislo, tak plati

a%—ka%—f—a%—kai
4

—a® >

N | Ot

Dokaz. Lava strana dokazovanej nerovnosti sa da prepisat takto:

a%#—a%—ka%%—ai 2 a%—f—a%—ka%—kai—Qa(al+a2—|—a3+a4)+4a2
4 B 4
(a1 —a)? + (a2 — a)® + (a3 — a)? + (a4 — a)?

4

Cisla a1 — a, as — a, a3 — a, as — a s navzajom rozne celé ¢isla so suétom 0. Ak ziadne
z nich nie je nulové, bude stcet ich §tvorcov aspott 12 + (—1)2 + 22 + (—2)% = 10. Ak
jedno z nich je nula, musi aspoii jedno z nich mat absolttnu hodnotu aspor 3; v tomto
pripade stdet §tvorcov bude aspoti 32+ 12+ (—1)? = 11. V oboch pripadoch je platnost
tvrdenia lemy evidentné.

Vratme sa k dokazovanému tvrdeniu. Ozna¢me Sy aritmeticky priemer druhych
mocnin ¢isel na tabuli po vykonani k krokov. Ked pouzijeme dokézani lemu pre Stvorice
¢isel vzniknuté nahradenim kazdého zo 4F ¢isel, ktoré st na tabuli po k krokoch,
dostaneme, ze Si11 — Sk = 5/2 pre kazdé k = 0. Preto
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I-2. Dané je celé cislo n = 3. Janko a Marienka hraji nasledujicu hru: Najskor
Janko oznaci strany pravidelného n-uholnika cislami 1,2,... ,n v lubovolnom poradsi,
pricom kaZdé cislo pouzije prave raz. Potom Marienka rozdeli uvedeny n-uholnik na
trojuholniky pomocou n — 3 uhlopriecok, ktoré sa vnutri n-uholnika nepretinaju. Vsetky
tieto uhlopriecky oznacime cislom 1. Dovnitra kaZdého trojuholnika mapiseme sucin
cisel na jeho strandch. Nech S je sucet tychto n—2 sucinov. Urcte, akd bude hodnota S,
ak Marienka chce, aby bolo S ¢o najmensie, Janko chce, aby bolo S ¢o najvicsie a obaja

hraji naglepsie ako sa dd. (Chorvatsko)

Riesenie. UkaZeme, %e S = (n? + 3n — 6)/2 pre vietky n = 3. Pre n = 3 je to zjavne
pravda, dalej budeme uvazovat n > 3.

Pozrime sa na situéciu najprv z pohladu Marienky. V kazdej triangulécii, ktort
vytvori, bude presne n — 2 trojuholnikov. Kazdy trojuholnik z trianguldcie ma najviac
dve strany na obvode pévodného mnohouholnika a trojuholniky obsahujtce dve strany
povodného mnohouholnika musia byt aspori dva. Ukazeme, ze pre Marienku je najlepsie
zvolit trianguléciu, v ktorej st spominané trojuholniky prave dva.

Nazvime trojuholnik zly, ak vSetky jeho strany st diagonalami pévodného troj-
uholnika. Ukazeme, Ze Marienka chce zvolit trianguldciu bez zlych trojuholnikov.
Predpokladajme, ze to tak nie je, t.]j. existuje triangulacia optimalna pre Marienku,
ktora obsahuje zly trojuholnik (budeme takéto triangulcie volat zl€). Pre kazdu zla
triangulaciu 7' ozna¢me d(T) dizku najkratsej moznej strany zlého trojuholnika v 7. Zo
vSetkych zlych triangulacii s najmensim moznym poc¢tom zlych trojuholnikov vezmime
triangulaciu Tp, pre ktort je hodnota d(7") minimélna.

A

~

Obr. 1

Nech ABC je zly trojuholnik v Ty taky, ze |[AB| = d(Tp). V Tp mame tiez
trojuholnik ABD pre D # C'. Strana AB je v trojuholniku ABC' najkratsia, ¢ize uhol
ACB je najmensi a teda ostry. Body A, C, B, D lezia na kruznici v tomto poradi, preto
uhol ADB je tupy a teda AD aj BD su kratsie ako AB. Zmenme triangulaciu Tj na
T; tak, Ze trojuholniky ABC a ABD nahradime trojuholnikmi ACD a BCD (obr.1).
Ohodnotenia tsec¢iek AD a BD nech st a a b. Zmenu hodnoty S vieme vyjadrit ako

S(Ty)—S(Ty)=a+b—ab—1=—(a—1)(b—1) = 0.
Avsak triangulacia Ty bola optimélna, preto aj 77 musi byt optimélna. Pritom pocet
zlych trojuholnikov v Tj bol najmensi mozny, a teda aspon jedna z tseciek AD a BD

je diagonalou. KedZe st obe tieto tsecky kratsie ako AB, dostavame spor s volbou Tj.
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V triangulacii bez zljch trojuholnikov su prave dva trojuholniky obsahujtce po dve
susedné strany pévodného mnohouholnika; vSetky ostatné trojuholniky obsahuji presne
jednu stranu pévodného mnohouholnika. Vzhladom na nerovnost ab > a+ b, platnt pre
ktoré dva trojuholniky budt obsahovat dve strany povodného mnohouholnika: jeden
z nich bude obsahovat stranu ohodnotenii 1 a susednt stranu roznu od 2, druhy zase
naopak stranu ohodnotent 2 a susednti stranu réznu od 1. Tymto spésobom Marienka

+2n = (n?+3n—6)/2.
Na druhej strane Janko vie donutit Marienku k volbe aspon takejto hodnoty S
tym, Ze vo svojom tahu oznaci strany mnohouholnika postupne ¢islami

I,n—-1,4,n—-3,5 n—4, ..., n—2, 3, n, 2.

I-3. V rovine sa kruznice kq, ko so stredmi I, Iy pretinaji v dvoch bodoch A a B.
Predpokladajme, Ze uhol I1Als je tupy. Dotycnica ku ki vedend bodom A pretina
kruznicu ko znova v bode C' a dotycnica ku ko vedend bodom A pretina kruznicu ki
znova v bode D. Nech ks je kruznica opisand trojuholniku BC'D. Oznacme E stred
oblika C'D kruznice ks obsahujiiceho bod B. Priamky AC a AD pretinaji kruZnicu ks

znova postupne v bodoch K a L. Dokdzte, Ze priamky AE a KL si na seba kolmé.
(Slovinsko)

Riesenie. Priamka AD je dotyc¢nicou ku ks, preto tisekovy uhol DAB mé taka ista
velkost ako uhol BC'A. Podobne |[{ADB| = |{BAC]|. Preto

|4DBC| = 360° — |{DBA| — |{CBA| = 2|4DAB| + 2|4CAB| = 2|4DAC|.

Body D, L, E, B, C, K lezia na kruznici k3. Aby sme sa vyhli diskusii viacerych




pripadov mozného poradia tychto bodov na kruznici, budeme pouzivat orientované
uhly. Symbolom XY oznac¢ime velkost uhla X ZY takého, ze bod Z lezi na kruznici k3
a body X, Z, Y st pozdlZ kruznice k3 usporiadané proti smeru hodinov§ch rucic¢iek.
KedZe bod E je stredom oblika C'D, plati

1 — 1 ——
4AKE| = 5DC = 5(180° = CD) = $(180° — |£DBC]) = 90° - |<DAC.

1
2
Preto priamka KE je kolma na AD (obr.2). Podobne priamka LE je kolmé na AC,
preto bod F je priese¢nikom vysok trojuholnika K LA a teda priamka AFE je kolmé na
priamku K L, ¢o bolo treba dokazat.

Pozndmka. Ciasto¢ne iné riesenie tejto tlohy je mozné zalozit na pozorovani, ze bod F
je stredom opisanej kruznice trojuholnika AC'D. K rieseniu taktiez vedie pouzitie kruz-
nicovej inverzie so stredom v bode A; ak obraz bodu X v takejto inverzii ozna¢ime X',
bude stvoruholnik AD’B’C’ rovnobeznik a Stvoruholnik AC'E’D’ deltoid.

I-4. Nech k a m siu kladné celé &isla, pricom k > m a &islo km(k? — m?) je delitelné
¢islom k® —m3. Dokdzte, Ze (k —m)3 > 3km. (Polsko)

Riesenie. Oznacme d najvicsieho spoloéného delitela ¢isel k a m. Pre vhodné celé ¢isla
a a b plati k = da, m = db, pri¢om a a b st nesidelitelné a a > b. Cislo

km(k* —m?)  d*ab(a® —b*)  dab(a +b)
k3 —m3  d3(a®—b)  a?+ab+ b2

je podla predpokladu zo zadania celé, preto a? + ab+ b* | dab(a + b). Z nestdelitelnosti
¢isel a, b vyplyva, Ze a® 4 ab+b? je nestdelitené s a, b aj a+ b; prvé dve nesudelitenosti
st evidentné, na dokaz tretej mozeme pouzit Euklidov algoritmus:

nsd(a + b,a® + ab + b*) = nsd(a + b, a(a + b) + b*) = nsd(a + b, b*) = 1.
Z toho dostdvame a® + ab+b? | d. Preto d = a? + ab+b? = (a — b)? + 3ab > 3ab. Takze

(k—m)®=d*(a—b)*=>d® > d* 3ab= 3km.

T-1. Ndjdite vietky funkcie f:R — R také, Ze rovnost

v f(@)+ 27 f(y) + 2y = zyf(z +y) + 2° + ¢

plati pre vsetky dvojice x,y € R, pricom R je mnozina vsetkych redlnych cisel.
(Chorvatsko)

RieSenie. Po dosadeni y = 0 dostaneme z2f(0) = 2 pre kazdé redlne ¢islo x, preto

£(0) = 1.
Zavedme novu funkciu g : R — R takd, Ze g(z) = f(x) — 1. Zadana rovnica po
prepisani s g namiesto f prejde na tvar

yg(x) + 2*g(y) = zy g(x + ), (1)
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pri¢om vieme, ze g(0) = 0.
Kazd4 funkcia v tvare g(x) = cx pre lubovolnt redlnu konstantu ¢ je rieSenim nasej
rovnice. Ozna¢me h(x) = g(x) — g(1)x. UkdZeme, ze h(z) = 0 pre kazdé realne ¢islo z.
Funkcia h spliia pre kazda dvojicu realnych &sel x, y rovnost

y*h(z) + 2*h(y) = zy h(z + y); (2)

navyse vieme, ze h(0) = h(1) = 0. Po dosadeni x = y = 1 do (2) dostaneme h(2) = 0,
z dosadenia z = —1, y = 1 mame h(—1) = 0.

Predpokladajme, Ze existuje redlne ¢islo a také, ze h(a) # 0 (zjavne a # 0).
Dosadenim = 1, y = a + 1 do (2) dostaneme h(a + 1) = (a + 1)h(a + 2). Dosadenim
x =2,y = a do (2) dostaneme 2h(a) = ah(a + 2). Z tychto dvoch réznych vyjadreni
hodnoty h(a + 2) dostavame

h(a+1)  2h(a) 3)

a+1 a

Pritom z dosadenia x = 1, y = a do (2) vyplyva, ze h(a) = ah(a + 1), ¢o spolu so
vztahom (3) déva a = —i. AvSak dosadenie z = y = —1 do (2) ndm po vyuzit
h(—1) = 0 prezradi, ze h(—1) = 0, a to je spor s volbou ¢isla a.

Jedinymi rieSeniami st teda funkcie f(z) = cx + 1 pre Tubovolné realne ¢islo ¢; ich

spravnost lahko overime skuskou.

Iné riesenie. Tak ako v prvom rieSeni zavedieme funkciu g a dokadzeme, ze g(0) =0 a
g(—z) = —g(x). Po dosadeni y =1 a y = —1 do rovnice (1) dostaneme

g(z) +2°g(1) = wg(z + 1), (4)
g(z) +2°g(-1) = —z g(z — 1). ()

Ked vztah (5) prepiSeme s x + 1 miesto z, dostaneme spolu so vzfahom (4) sustavu
dvoch rovnic s neznamymi g(z + 1), g(x). Zo sustavy vyjadrime g(z):

g(@)(@® +z +1) = g(Da(a® +z +1).

Kedze &islo 22+ +1 je vzdy kladné, jedinou moznostou je g(z) = g(1)x a teda f(z) =
= cx + 1. Skaskou overime, ze takato funkcia f vyhovuje pre kazdé redlne ¢islo c.

T-2. Nech a, b, ¢ si kladné redlne ¢isla spliajice rovnost

a+ b+c_
l+a 14b 14c¢

Dokdzte, Ze

Vatvbiye, 11 1
2 TVa Vb Ve

(Chorvatsko)

RiesSenie. Zavedme substiticiu a = 2x, b = 2y, ¢ = 2z. Chceme dokazat nerovnost

1

VIi+y+vzz + 7

—+
x

-
4l



pricom plati rovnost

1 1 1

=1
1+2x+1+2y+1+22

ktord vyplyva zo zadanej podmienky po trojnasobnom vyuziti vztahu

2t 1

1+2t — 1+2t

Dokazovand nerovnost je symetrickd, preto mozeme predpokladat, ze x = y = 2
Lahko nahliadneme, Ze
x—1 y—1 > 2 1
2r+1 7~ 2y+1 7~ 2241

V
—~~
—_
~—

Taktiez plati
20+1 _ 2y+1 _ 2z2+1

VRN BN

Lahko to dokdZeme z ekvivalentného tvaru tychto nerovnosti: (z — y)(dzy — 1) = 0
a (y — z)(4yz — 1) 2 0. Keby bolo 4zy < 1, bude

V
V

1 1

> 1
1—|—2x+1—|—2y

Y

a to by bol spor s vizbou.
Vdaka vzfahom (1) a (2) mozeme pouzit CebySevovu nerovnost!:

z—1 r—1 2x+1 z—1 2x+1
2 NG :C%(mﬂ NG )—3223:“Z

cykl.

Iné riesenie. (Naznak.) Po substitacii z =1/(a+1), y =1/(b+1), 2 =1/(c+1) plati
x+y+ 2z =1 a pdvodné premenné vieme vyjadrit ako a = (y + 2)/x, b = (x + 2)/y,
¢ = (z +y)/z. Chceme dokazat nerovnost

\/x—i—y \/y—i—z /z+x \/ \/ 2y \/ 22

2z y+z z+x + y+x

Téato nerovnost plati pre vSetky trojice kladnych redlnych éisel x, y, z: Spravime
substiticiu p = 2+ vy, ¢ = y+ 2z, r = z + x. Cisla p, ¢, r st potom dizkami stran
trojuholnika a mozeme pisat p = 2Rsina, ¢ = 2Rsin 3, r = 2Rsin~, pricom R je
polomer opisanej kruznice a a + 8 + v = w. Pouzitim zakladnych vzorcov pre pracu
s goniometrickymi funkciami vieme ukézat, ze

x—{—y Sln—
V Q+T— 2sm sm”

! Pod skratenym zapisom Z V (z) rozumieme ,cyklicky“ sucet V(z) + V(y) + V (2).
cykl.




Podobne sa daju upravit vSetky ¢leny na lavej aj pravej strane dokazovanej nerovnosti;
po dalsich ekvivalentnych tpravich redukujeme tlohu na dokaz nerovnosti

2
sin%—ksing—ksin% > (sin%—i—sing—f—sin%) — (sinzg—l—sinzg—l—sinQ%).

Kedze funkcia sinus je na intervale (0, 7) konkavna, podla Jensenovej nerovnosti plati

3
sin%+sin§+sin%§351n%ﬁ+7:§.

Na dokoncenie dokazu si staéi uvedomif, Ze podla nerovnosti medzi aritmetickym
a kvadratickym priemerom plati

Q 15} 1 Q 15} 2
sin2§—|—sin2§—l—sin2% > 3 (sinE —|—sin§ —|—sin%) .

T-3. Pre celé ¢islo n =2 3 oznacme M mnozinu {(x,y); z,y € Z,1 S x <n,1 Sy <
< n} pozostavajicu z bodov roviny. (Symbol Z oznacuje mnoZinu celych cisel.) Aky
Jje najudacsi mozny pocet prvkov podmnozZiny S C M, ktora neobsahuje Ziadne tri body
leziace vo vrcholoch pravouhlého trojuholnika? (Madarsko)

RiesSenie. Mnozina

S=({1}x{2,...,n ) u{2,...,n} x {1})

ma 2n — 2 prvkov a neobsahuje ziadne tri body tvoriace vrcholy pravouhlého trojuhol-
nika. Ukézeme, ze kazda vyhovujica mnozina S ma najviac 2n — 2 prvkov.

Vezmime vyhovujicu mnozinu S. Ozna¢me S, mnozinu tych bodov (z,y) z S,
ktoré maju unikatnu z-ovi suradnicu, ¢ize v S nie je ziaden bod (x,y’) pre vy’ # v.
Podobne ozna¢me S, mnozinu bodov z S s unikatnou y-ovou stradnicou.

Najprv sporom dokézeme, ze S = S, U S,. Keby nejaky bod P patril do 9, ale
nepatril by ani do S, ani do Sy, tak k nemu vieme néjst bod P, s rovnakou z-ovou
stradnicou aj bod P, s rovnakou y-ovou stradnicou. Potom vSak body P, P,, P, tvoria
pravouhly trojuholnik s pravym uhlom pri vrchole P.

Ak |S,| = n, tak S = S,, potom v8ak mnozina S mé n prvkov, a to je pre kazdé
n 2 3 menej ako 2n — 2. Podobne vybavime mnoziny, pre ktoré |S,| = n. V kazdom
inom pripade vSak |S;| = n —1 a [S,| = n — 1, teda mnozina S ma nanajvys 2n — 2
prvkov.

T-4. Nech n = 3 je prirodzené cislo. Sutaze podobnej MEMO sa zicastnilo 3n ucastni-
kov, ktori dokopy hovoria n roznymi jazykmi. KaZdy tucastnik ovldda prdve tri z tychto
jazykov. Dokdzte, Ze vieme vybrat asponi (%n] zo spominanych n jazykov tak, aby Ziadny
ucastnik neovlddal viac ako dva z nich. (Symbol [x] oznacuje najmensie celé€ ¢islo, ktoré
nie je mensie ako x.) (Chorvatsko)

RieSenie. Jazyky budeme volif ndhodne a ukéZzeme, Ze pravdepodobnost priaznivej
volby je kladné. Z toho potom hned vyplyva, Ze existuje pozadovana volba jazykov.
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Nech p € [0,1]. Kazdy jazyk bude zvoleny s pravdepodobnostou p; volby pre
jednotlivé jazyky st nezavislé. (Formadlne, elementdrnou udalostou je n-tica w =
= (a1,as9,...,ay), kde a; = 1, ak i-ty jazyk bol zvoleny, inak a; = 0; pravdepodobnost
elementarnej udalosti w je rovna p*(1 — p)"~*, kde k je pocet jednotiek v w.)

Budeme skimat dve ndhodné premenné A a B, kde A oznacuje pocet zvolenych
jazykov a B pocet ucastnikov, ktorych vsetky tri jazyky boli zvolené. Vypocitame
stredné hodnoty tychto dvoch premennych.

E(A) = Z 1. P(zvolili sme jazyk [) = np
jazyk [

E(B) = Z P(vetky jazyky studenta s st zvolené) = 3n - p°.
Student s

Dalej vyuZijeme nerovnost

P(X z E(X)) >0,

ktora evidentne plati pre kazdii ndhodnti premenna X. V nasom pripade pre X = A—B
dostavame
P(A— B 2np—3np®) >0.

Z toho vyplyva, ze existuje volba jazykov (t.j. elementdrna udalost w) taka, zZe
A(w) — B(w) = np — 3np3. Pre tato volbu jazykov vieme odstranit spomedzi zvolenych
jazykov jeden jazyk za kazdého ucastnika, pre ktorého boli zvolené vsetky tri jazyky,
ktorymi hovori, a stale ostane asponn A — B jazykov. Pre p = % viak A—B > %n, a teda
sme dokazali, ¢o sme potrebovali.

T-5. Konvexny pituholnik ABCDE ma vsetky strany rovnako dlhé. Uhlopriecky AD
a EC sa pretinaji v bode S tak, Ze |{ASE| = 60°. Dokdzte, Ze pituholnik ABCDE
ma niektoré dve strany rovnobezné. (Michal Szabados)

Riesenie. Oznacme « velkost uhla EAD. Taka ista velkost ma aj uhol EDA, a zo
zadanej velkosti |£{ASE| = 60° Tahko dopo¢itame |[LAEC| = 120° — a a |[{DEC| =
= 60° —a. Oznac¢me F obraz bodu A v osovej simernosti podla priamky C'E. Uhol FED
ma velkost (120° — a) — (60° — ) = 60°, a kedze |EF| = |FA| = |ED|, je trojuholnik
DEF rovnostranny. Trojuholniky ABC a F'DC' st teda zhodné podla vety sss.

Obr. 3a



Ak sa bod D nachédza mimo trojuholnika ACF (obr.3a), tak body B a D st
stmerné podla priamky CE, ¢ize |[EB| = |ED| a $tvoruholnik BCDE je kosostvorec.
Potom BC || DE.

Ak bod D lezi v trojuholniku ACF (obr.3b), st body C' a F stmerné podla osi
AD, pretoze uhly ADC aj ADF maju velkost 60° + « (vyuzili sme, ze |[{ECD| =
= |ACED| = 60° — «). Potom vsak |AF| = |AC| a trojuholniky ABC a AEF st
zhodné. Bod E musi lezat mimo trojuholnika AC'F'| inak by pétuholnik ABC' DE nebol
konvexny, ¢o je v rozpore so zadanim. Zo zhodnosti trojuholnikov ABC' a AEF potom
vyplyva, ze body B a E st simerné podla priamky AD. Preto |DB| = |DE]|, ¢ize
Stvoruholnik ABDE je kosostvorec a plati AB || DE.

T-6. Dany je ostrouhly trojuholnik ABC. Oznacme postupne By a Cy pdty vysok
z vrcholov B a C. Bod X lezi vnutri trojuholnika ABC' tak, Ze priamka BX sa
dotyka kruznice opisanej trojuholniku AX Cy a priamka CX sa dotyka kruznice opisanej
trojuholniku AX By. Dokdzte, Ze priamky AX a BC st na seba kolmé.  (Ceska rep.)

Riesenie. Dotyk priamky s kruznicou vieme popisat pomocou mocnosti bodu ku
kruznici. V nasom pripade z mocnosti bodu B ku kruznici opisanej trojuholniku AX Cj
dostaneme |BX|? = |BA| - |BCy|. Podobne |CX|? = |CA| - |CBy|. Ozna¢me Ay piitu

C
Ao

A Co B
Obr. 4

vysky z vrcholu A. Stvoruholnik AC AyCy je tetivovy, preto pre mocnost bodu B k jemu
opisanej kruznici plati |BA| - |BCy| = |BAy| - |BC|; podobne dostaneme |CA| - |C'By| =
= |CAy| - |CBJ. Celkovo dostavame

|BX|* +|CX|* = |BA| - [BCo| + |CA| - |CBo| = |BAo| - |[BC| + |CAo| - |BC| = | BC?,

¢ize uhol BXC' je pravy (obr.4). Okrem toho plati |[BX|*> = |BAg| - |BC| a preto
z Euklidovej vety o odvesne v pravouhlom trojuholniku BXC' vyplyva, ze bod A je
patou vysky z vrcholu X na preponu BC. Inak povedané, priamky AAg a XAy sa
totozné, preto je priamka AX kolmé na priamku BC.

Iné riesenie. Z mocnosti bodu ku kruZnici dostavame
|BX|* = |BA| - |BCo, |CX|? = |CA| - |CByl.

Pre dany trojuholnik ABC tieto rovnosti jednoznacne urcuju vzdialenosti bodu X
od bodov B a C. Do uvahy teda prichadzaju len dva mozné body X, avSak jeden
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z nich vzdy lezi mimo trojuholnika ABC. Preto je bod X pre dany trojuholnik ABC
jediny. Ukazeme, Ze tento bod X je totozny s bodom Y, ktory je priesecnikom Télesovej
kruznice nad priemerom BC' a vysky trojuholnika ABC' z vrcholu A. To zjavne bude
staCit na dokaz zadaného tvrdenia.

C

Obr. 5

Stvoruholnik BCByY je tetivovy, preto |{ CBBy| = |£CY By|. Potom |{CAY | =
=90°—|LACB| = |{CBBy| = |A£CY By|, a podla vety o tsekovom uhle sa priamka C'Y’
dotyka kruZnice opisanej trojuholniku AY By (obr.5). Analogicky vieme ukézat, Ze sa
priamka BY dotyka kruznice opisanej trojuholniku AY Cy, a teda X =Y.

T-7. Nech A a B st disjunktné neprazdne mnoziny také, e AU B = {1,2,3,... ,10}.
Dokdzte, Ze existuji proky a € A a b € B také, Ze cislo a® + ab® + b3 je delitelné 11.
(Polsko)

RieSenie. Stac¢i ukazat, ze existuji a € A a b € B také, ze a = 2b (mod 11), pretoze
pre takéto a, b plati

ad 4+ ab? +03 =8>+ 20>+ 0> =0 (mod 11).

Predpokladajme, ze k nejakému b € B mnozina A neobsahuje ziadne vyhovujice a.
Potom vsak ¢islo so zvyskom 2b po deleni 11 musi byt v mnozine B (vyuzivame, ze ak b
nie je delitelné 11, ani jeho dvojnasobok nebude). Ak ani k 2b nevieme najst vyhovujice
a € A, tak aj ¢islo so zvyskom 4b je v B. A tak dalej, postupne déjdeme k zéveru, ze
¢isla so zvyskami b, 2b, 4b, ..., 2°b st vietky v B. Tieto ¢isla vSak davaju navzajom
rozne zvysky po deleni 11 a preto mnozina B obsahuje 10 ¢isel. Potom vSak mnozina
A je prazdna, a to je spor s predpokladom zo zadania.

T-8. Kladné celé cislo n nazveme uzZasnym, ak existuju kladné celé cisla a, b, ¢ splnajice
rovnost

n = nsd(b, ¢) - nsd(a, bc) + nsd(c, a) - nsd(b, ca) + nsd(a, b) - nsd(c, ad).

Dokadzte, Ze existuje 2011 po sebe iducich kladnych celych cisel, ktoré su uzZasné.
(Litva)
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RiesSenie. Zvolme najprv ¢isla x1, x2, ..., X011 tak, aby ¢isla

y1 =23 (z1+2), ya=a5(x2+2), ..., Y2011 = L5011 (T2011 + 2)
boli navzéjom nesudelitelné. Mozeme zvolit napriklad 1 = 1 a z; = y1y2 ... yi—1 — 1
postupne pre kazdé i € {2,3,...,2011}. Takto zvolené ¢islo x; zabezpedi, Ze y; je
nesudelitelné s y1, yo, ..., yi_1.

Podstata nasej volby ¢isel x; spociva v tom, ze kazdé ¢islo delitelné ¢islom v tvare
2?(x+2) je tZasné. Naozaj, ak n = z%(x+2)m, tak n = nsd(b, ¢) -nsd(a, bc) +nsd(c, a) -
-nsd(b, ca) + nsd(a, b) - nsd(c, ab) pre a = ma?, b = mx, c = .

Kedze ¢isla yi1, vy, ..., Y2011 st navzajom nesudelitelné, podla ¢inskej zvyskovej
vety existuje kladné celé cislo k£ také, ze

k=—i (mod y,) pre kazdé i€ {1,2,...,2011}.
Preto ¢islo k + i je delitelné ¢islom y; pre kazdé i € {1,2,...,2011}. Takze ¢isla k + 1,

k+2, ..., k42011 st vSetky tzasné a tvoria hladanych 2011 po sebe idtcich tzasnych
Cisel.
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