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62. roénik Matematickej olympiady
2012/2013 Riesenia 1loh krajského kola kategorie A

1. Dangch je 21 roznych celych éisel takich, Ze sucet lubovolnich jedendstich z nich je
Vacst ako sucet desiatich zvysnych cisel.
a) Dokazte, Ze kazdé z danych cisel je vicsie ako 100.
b) Urcte vsetky také skupiny 21 roznych celych cisel, ktoré obsahuji c¢islo 101.
(Jaromir Sims3a)

RieSenie. a) Ozna¢me dané ¢isla a; < ag < az < ... < ag1. KedZe st tieto ¢isla celé,
plati pre kazdé i € {1,2,---,20} nerovnost a;+1 — a; = 1, a preto a;+10 — a; = 10
pre kazdé i € {2,3,...,11}. Podmienka zo zadania je splnené prave vtedy, ked sucet

najmensich jedenastich cisel je vdcsi ako sucet desiatich najvacsich, teda
ay+ag+---+ai1 > a2 +aiz+ -+ asz. (1)

Odtial
a; > (a12 — az) + (a13 — (13) —+ -4 ((121 — all) 2 10 - 10 = 100;

najmensie z danych cisel je vicsie ako 100, takze vécsie ako 100 su vSetky dané cisla.

b) Dokéazali sme nerovnost a; = 101. VSetky ostatné ¢isla st preto viicsie ako
101. Ak teda skupina danych ¢isel obsahuje ¢islo 101, musi platit a; = 101. Z ostrej
nerovnosti (1) tak vyplyva neostra nerovnost

(a12 —a2) + (a13 —ag) + -+ + (az21 —a11) < a1 — 1 = 100,

a pretoze a;119 — a; = 10, musi byt splnené rovnost a;119 — a; = 10 pre kazdé i €
€ {2,3,...,11}. To nastane prave vtedy, ked st as, as, ... ,a2; po sebe iduice celé ¢isla.

Hladané skupiny teda okrem ¢isla 101 obsahuju este Tubovolnych 20 po sebe idicich
celych ¢isel viacsich ako 101. Sticet jedenéstich najmensich ¢isel z takej skupiny je o 1
vacsi ako sucet desiatich najvacsich.

Za Uplné rieSenie dajte 6 bodov, po 3 bodoch za asti a) aj b). V Casti a) dajte 1 bod za vstupna
uvahu, ze staéi porovnéavat sicet 11 najmensich éisel so siétom 10 najvicsich, 1 bod za nerovnosti
ai+10 — a; = 10, 1 bod potom za dokonéenie dékazu a; > 100.

V casti b) dajte 2 body za dokaz rovnosti a;110 —a; = 10 a 1 bod za popis vSetkych vyhovujtcich
skupin ¢isel. (Ak nechyba v rieSeni a) vstupnd tvaha, tolerujte v rieSeni b) absenciu zavere¢ného
konstatovania, ze najdené skupiny maju naozaj pozadovanu vlastnost.) Len za uhddnutie konkrétnych
vyhovujucich skupin (napriklad skupiny ¢isel od 101 do 121) ziadny bod nedéavajte, ak nie st uhddnuté
vSetky — v tom pripade dajte 1 bod.

2. Nech A, B st mnoziny celyjch kladnyjch cisel také, Ze sucet lubovolnych dvoch roznych
¢isel z A patri do B a podiel lubovolngch dvoch roznych ¢isel z B (vicsie delené mensim)
patri do A. Urcte najvdcsi mozny pocet prvkov mnoziny AU B. (Martin Panak)

RieSenie. Najskor dokdzeme, Ze v mnozine A mozu byt najviac dve ¢isla. Pripustme,
ze A obsahuje tri ¢isla a < b < ¢. Potom do B patria ¢islaa+b < a+c < b+c, a teda

do A musi patrit ¢islo
b+c b—a

— —|— ;
a—+c a—+c




to ale nie je celé, lebo 0 < b—a < a+c.

Keby mnozina B obsahovala styri ¢isla k < [ < m < n, patrili by do A tri rézne
¢isla n/k, n/l, n/m. Mnozina B m4 teda nanajvys tri prvky a AU B nemdze mat viac
ako 5 prvkov.

Tento pocet dosiahneme prave vtedy, ked A = {a,b}, B = {k,l, m}, pricom a < b
al/k =m/l =a, m/k =b. Potom b = a? (a = 2) a jednym z prvkov mnoziny B je
a+ a?; dalsimi dvoma st potom bud a? + a?® a a® 4 a* alebo 1+ a a a? + a. Pit prvkov
tak maji dokopy napriklad mnoziny A = {2,4}, B = {3,6,12}.

Za tplné rieenie dajte 6 bodov. Tri body dajte za ddkaz nerovnosti |[A| < 2, jeden bod za dokaz

nerovnosti |B| £ |A| + 1 a dva body za najdenie (sta¢i jedného) prikladu mno#in A a B, pre ktoré
|AUB| =5.

3. V pravouhlom trojuholniku ABC s preponou AB a odvesnami dlzok |AC| = 4
a |BC| = 3 leZia navzdjom sa dotykajice kruznice ki(S1,7m1) a ka(Sa,ra) tak, Ze k;
sa dotyka stran AB a AC' a ko sa dotyka stran AB a BC. Urcte polomery ri a ro, ak
plati 411 = 9rs. (Pavel Novotny)

Riesenie. Prepona AB mé podla Pytagorovej vety dizku |[AB| = 5. Pri zvy¢ajnom

oznaceni velkosti stran a uhlov dalej plati cosa = %, cos 3 = %,

; o 1+ cosa 5
CO - = —_— =
g2 V 1—cosa
¢ 15} 1+ cosp 5
cotg — =4/ —— =
&9 1—cosp

Kedze podla zadania lezia obe kruznice k1, ko celé v trojuholniku ABC, musia mat
vonkajsi dotyk — keby mali vntutorny dotyk (v bode prepony), bola by vicsia kruznica
pretatd odvesnou dotykajicou sa mensej kruznice. Ozna¢me D a E dotykové body
kruznic k; a ko so stranou AB a F kolmy priemet bodu Ss na tsecku S1D (obr. 1,
podla predpokladu je 1 > r3). Podla Pytagorovej vety pre trojuholnik F'S5S; plati

(r1+712)* = (r1 —r2)? + |DEJ?,
odtial |DE| =2 - /ri7r3.
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Z rovnosti |AB| = |AD| + |DE| + |EB| méame

c =1y cotg % + 2y/717r2 + 79 Cotgg =3r1 + 2+/r17ro + 219,

a kedZe r = %7‘2, dostavame

27
RL: + 3rg + 21y = 5,

a teda
20 45
a

:4—7 7’1:4—7.

Kruznica vpisand trojuholniku ABC mé polomer ¢ = ab/(a+b+c) = 1. Kedze r1 < o,
ro < o, lezia obe kruznice v trojuholniku ABC.

Intt moznost, ako vypocitat hodnotu cotg %a, poskytuje pravouhly trojuholnik
AT S, kde S je stred kruznice vpisanej trojuholniku ABC a T bod dotyku tejto kruznice
so stranou AB. Plati

T2

to & |AT| b+c—a
cotg — = =
&9 79T 20

podobne
B a+c—b
cotg — = ——— =
2 20

2.

Este in4 moznost: V pravouhlom trojuholniku XCB s odvesnami dizok |XC| =
= c+b, |OB| = a mé uhol BXC velkost $o (pri umiestneni bodu X na polpriamku C'A
totiz vznikne rovnoramenny trojuholnik X BA), a preto

b
cotg “_¢ + a podobne cotg é _ ¢ + a.
2 a 2 b

Za Uplné rieSenie dajte 6 bodov. Dajte jeden bod za vyjadrenie |DE| = 2 - ,/rir2, jeden bod za
rovnosti |AD| = r1 cotg %a, |BE| = rg cotg %/3’, jeden bod za vypocet hodnét cotg %a a cotg %ﬁ, jeden
bod za zostavenie rovnosti ¢ = rj cotg %a + 2,/r1r2 + 72 cotg %B, jeden bod za vypocet polomerov
r1, T2 a jeden bod za overenie, Ze kruznice s tymito polomermi lezia v trojuholniku ABC. Uvodné
kon$tatovanie o vonkajSom dotyku sktimanych kruznic méze v inak Uplnom rieSeni chybat.

4. Dokdzte, Ze kladné ¢isla a, b, ¢ st dliZzkami strdn trojuholnika prdve vtedy, ked sistava
rovnic
alyz+z)=b(zz+y)=clay+2), z+y+z=1

s nezndmymi x, Yy, z md riesenie v obore kladnych redlnych cisel. (Tomas Jurik)

RieSenie. Nech a, b, ¢ su kladné ¢isla. Hladame rieSenie stistavy rovnic v mnozine
kladnych ¢isel. Vzhladom na podmienku z+y+ 2z = 1 musia byt ¢isla x, y, 2z v intervale
(0,1). Dosadenim z =1 — z — y do zvys$nych rovnic dostaneme

aly—ay—y’+a)=clay+1l—-z—y), bla—2a>—azy+y)=clay+1—z—y),



po Uprave

ay(l—y) +ax(l—y)=c(l—z)(1—y), br(l—-xz)+by(l—z)=c(l-2z)(1—-y),
a kedze x < 1, y < 1, mame
ay+ar=c—cx, br+by=c—cy.
Odtial uz lahko vyjadrime
_b+tc—a c+a—>b a+b—c

- - - - = . 1
T u¥bt+e YT arbre T T axbte (1)

RieSenie v mnozine kladnych ¢isel teda existuje prave vtedy, ked plati b+ ¢ > a, ¢ +
+a > b, a+ b > c, o st zname trojuholnikové nerovnosti.

Iné riesenie. Uvedieme este jeden sposob odvodenia vztahov (1). Vdaka podmienke
x +y + 2z = 1 moZno zrejme prepisat prva cast uvazovanej sustavy rovnic na tvar

a(l —y)(1—2) =b(1 - 2)(1 —2) = c(1 —2)(1 - y), (2)

odkial po vydeleni vyrazom (1 — z)(1 — y)(1 — 2) (réznym od nuly, dokonca ako vieme
kladnym) dostaneme ekvivalentné rovnice

a b c

1—x:1—y 1—2z

Ak oznaéime s spolo¢nt (kladnt) hodnotu poslednych troch zlomkov, Tahko zis-
kame vyjadrenia

b
le—g, y=1—-—, z:l—g, (3)
s S s
ktoré po dosadeni do rovnice z + y + z = 1 vedu k urceniu hodnoty
_atb+tc
= 5 )

Pre také s potom uz z vyjadrenia (3) dostaneme Zelané vztahy (1), a tym aj dokaz
tvrdenia tlohy.

Dodajme, ze vdaka prepisu (2) by bolo teraz mozné urobit skusku priamym dosa-
denim, avSak ani teraz to nie je — vzhladom na platné vyjadrenia (3) — nutné.

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov, z toho 5 bodov za korektné odvodenie vztahov (1) a 1 bod za stvislost
vztahov (1) s trojuholnikovymi nerovnostami. Pri odvodeni vztahov (1) eliminaénym postupom udelte
1 bod za prechod na ststavu dvoch rovnic o dvoch nezndmych (napr. z a y eliminéciou z = 1 —z — y),
3 body za linearizaciu tejto sustavy kratenim éinitelmi 1 —x a 1 — y (ak chyba vysvetlenie, preco to su
nenulové hodnoty, strhnite 1 bod) a napokon 1 bod za vyrieSenie linedrnej ststavy pre nezndme x, y
a dopocitanie eliminovaného z (mozno akceptovat aj prehldsenie, Zze vzorec pre z musi mat vzhladom
na symetriu tvar analogického zlomku).

Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov. Pri kazdej tilohe sa
za akékolvek tiplné riesenie prideluje 6 bodov. Ak ziak riesi tilohu postupom, ktory sa
odlisuje od vsetkych tu uvedenych rieseni, ale tilohu nevyriesi uplne, bodovacia schéma
sa zvoli tak, aby c¢o najlepsie korespondovala so schémami uvedenymi v tomto letaku.
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