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62. roénik Matematickej olympiady
2012/2013 Riesenia tloh doméceho kola kategorie B

1. Urcte vsetky trojice (a, b, c) prirodzenych éisel, pre ktoré plati
2% + 4% = 8.

(Jaroslav Svréek)

RieSenie. Dant rovnicu mozeme prepisat ako 2¢ + 22* = 23¢. Aby sme mohli vyraz na
lavej strane vydelit mocninou dvojky, pomézeme si oznacenim m = min(a,2b), M =
= max(a,2b), 0 < m < M, takze

2(L + 22b — 2m(2Mfm _|_ 1)

Cislo 2M—m™ 4 1 v zéatvorke je pre M > m zrejme neparne ¢islo vicsie ako 1, takZe to
nemoze byt delitel mocniny 23¢, ktora je na pravej strane danej rovnice. Nutne teda
musi byt M = m, odkial vyplyva a = 2b a porovnanim oboch stran upravenej rovnice
aj 2b + 1 = 3c. KedZe 2b + 1 je neparne ¢islo, musi byt ¢islo ¢ tiez neparne, existuje
teda prirodzené cislo n, pre ktoré plati ¢ = 2n — 1. Z rovnice 2b + 1 = 3¢ dopocitame
b=3n—2aa=2b=06n—4.

Pre lubovolné prirodzené ¢islo n je trojica (a, b, c) = (6n—4,3n—2,2n—1) rieSenim
danej rovnice, ako mézeme overit sktiskou, ktord pri tomto postupe nie je nutna.

Pozndmka. Zo zapisu 2% + 220 = 23¢ a 7z jednoznacnosti zapisu ¢isla v dvojkovej ststave
okamzite vyplyva, Ze musi byt a = 2b, a teda 3¢ = a + 1.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. Uréte vietky dvojice (a,b) prirodzenych &isel, pre ktoré plati 2¢ — 16° = 0 [(a,b) =
= (4b,b), pricom b je Iubovolné prirodzené &islo.]
N2. Uréte vSetky Stvorice (a, b, ¢, d) celych nezdpornych &isel spliajtcich rovnicu

203b4c — 169,

[(a,b,c,d) = (4d — 2¢,0, ¢, d), pricom ¢, d st Tubovolné celé nezdporné ¢isla, pre ktoré
plati ¢ £ 2d.]
N3. V obore prirodzenych ¢isel vyrieste rovnicu

20 4 2b — 9c,

[(a,b,c) = (a,a,a + 1), priCom a je Tubovolné prirodzené éislo.]
N4. V obore prirodzenych ¢isel vyrieste rovnicu

20 4 2b 4 9¢ — 94

{a,b,c} = {n,n,n+ 1}, d = n+ 2, priCom n je lubovolné prirodzené &islo.]

D1. Dokazte, Ze rovnica 2% 4 213 = 42 m4 nekoneéne vela rieSeni v obore prirodzenych
¢isel. [Rovnici 2% (1 4 23) = y? zrejme vyhovuju é&isla © = 2k, y = 3 - 2F pre Iubovolné
prirodzené &islo k.]

D2. Uréte vietky dvojice celych kladnych ¢&isel m a n, pre ktoré plati 37 4+ 27™ = n3.

[69-B—S—1]



2. V obore redlnych cisel rieste rovnicu
23+ (3v2 —2)2® — (1 +V2)z — 14(vV2 - 1) = 0,

ak viete, Ze md aspon jeden celociselny koren. Pripadné iraciondlne korene zapiste
v jednoduchom tvare bez odmocnin z iraciondlnych cisel. (Jaromir Simsa)

Riesenie. Dant rovnicu prepiSme na tvar
V2322 -z —14) + (2 — 222 —x +14) = 0. (1)
Z toho vyplyva, ze kazdy celociselny koremni danej rovnice musi byt koreniom rovnice
322 -z — 14 =0,

inak by sa iracionalne &slo v/2 dalo z rovnice (1) vyjadrif ako podiel dvoch celjch
¢isel. Tato kvadratickd rovnica mé korene —2 a %, z ktorych iba ten prvy je korefiom
aj povodnej rovnice, ako sa Tahko presved¢ime dosadenim oboch ¢isel do upravenej
rovnice (1).

Nasli sme teda koren z; = —2 danej kubickej rovnice. Jej zvy$né korene st korene
kvadratickej rovnice, ktorti dostaneme, ked povodnti rovnicu vydelime koretiovym ¢ini-

tefom x + 2. Dostaneme tak
(2% + (3v2—-2)2? - (1+V2)z—14(V2-1)) : (¢ +2) = 2>+ (3V2—4)z—7(V2—1) = 0.
Diskriminant D najdenej kvadratickej rovnice je kladné iracionélne &islo
D=(3V2—4)° +28(V2—1) = 6 +4V2.

Aby sme sa vyhli v zapise zvysnych korenov odmocnindm iracionalnych ¢isel, hladajme
hodnotu v D v tvare

VD =1/6+4V2=a+bV2

s racionalnymi koeficientmi a, b. Tie mozno lahko uhadnut, lebo po umocneni na druht
dostavame

6 +4v2 = a® + 20 + 2abV/2,

odkial a? + 2b®> = 6 a 2ab = 4, takze je zrejmé, ze vyhovuji hodnoty a = 2 a b = 1.
(Namiesto haddania mozeme po dosadeni b = 2/a riesit pre nezndmu a? rovnicu a? + 2 -
-(2/a)? = 6, z ktorej vychadza a? = 2 alebo a? = 4.)

Takze VD = 2 + /2 a zvy$nymi korefimi x2,3 danej rovnice su cisla

_A=3V2+(2+VD) .

: :4—3\f—(2+x/§):1_2\/§‘

i) 9

zs3

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. Dokéazte, ze mnoho¢len =4 + (\/5 — \/g)ac3 + (\/i -3 - \/6)302 + 52 — /6 je delitelny
mnohoélenom z2 —+/3 z++/2, a najdite podiel tychto dvoch mnoho¢lenov. [z2 ++/2z—

- V3]



N2. Vyjadrite cisla \/11 —6v2, \/7 —44/3, \/6 +2v/5, \/30 — 12/6 v jednoduchom tvare,
t.j. bez odmocnin z iracionalnych &isel. [3 — /2, 2 — V3, 1+ /5, 3v/2 — 2V/3]

N3. Najdite vsetky dvojice (p, q) redlnych ¢isel také, Ze mnohoéclen x2 + px + q je delitelom
mnohoélena z* + px? + q. [56-B-1-5]

D1. Dokézte, e pre lubovolné kladné realne &isla a, b také, Ze a > Vb plati

\/a+\/l;:|:\/a—\/l;:\/2(a:|:\/a2—b),
m:\/a—l—\gmi\/a—\/;?i—b

(st to tzv. surdické vyrazy).

D2. Nijdite vsetky kvadratické trojéleny ax? + bz +c také, ze ak fubovolny z koeficientov a,
b, ¢ zvic¢sime o 1, dostaneme novy kvadraticky trojélen, ktory bude mat dvojnésobny
koreri. [63-B-1I-2]

3. Nech V je priesecnik vysok ostrouhlého trojuholnika ABC'. Priamka CV je spolo¢nou
dotycnicou kruznic k a l, ktoré sa zvonka dotykaji v bode V a pritom kaZdd z nich
prechadza jednym z vrcholov A a B. Ich priesecniky s vnutrami stran AC a BC' oznacme
P a Q). Dokdzte, Ze polpriamka VC' je osou uhla PV Q) a Ze body A, B, P, Q leZia na
jednej kruznici. (Jaroslav Svréek)

Riesenie. Oznac¢me velkosti vnitornych uhlov trojuholnika ABC' zvy¢ajnym spésobom
a Va, Vg, Vo pity jeho vysok postupne z vrcholov A, B, C' (obr. 1).

Obr. 1

Trojuholnik AV4C' je pravouhly a plati [V AC| = |£V4AC| = 90° — ~. Podobne
plati aj |[{VBC| = |£VpBC| = 90° — v. Z rovnosti tsekového a obvodového uhla
pre tetivu PV kruznice k vychddza |{CVP| = |[LVAC| = 90° — ~. A obdobne pre
tetivu QV kruznice | méame [LCV Q| = [LVBC| = 90° — 7. Polpriamka VC je teda
osou uhla PV (Q, ¢o sme chceli dokézat.

Druht éast tvrdenia moézeme dokézaf nasledujicim spésobom. Podla Talesovej vety
lezia body V4 a Vi na Télesovej kruznici nad priemerom AC. Z rovnosti obvodovych
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uhlov nad tetivou V4C' tejto kruznice vyplyva |{V4AC| = [AVaVeC| = 90° — ~.
Usecky VaVe a QV st teda rovnobezné, pretoze zvieraju s priamkou C'Vg rovnaky uhol.
Podobne zistime, Ze aj usecky VgV a PV st rovnobezné. Odtial vidime, Ze trojuholnik
VaVBVe je obrazom trojuholnika QPV v rovnolahlosti so stredom v bode C, ktoré
zobrazuje bod Vo na bod V. Preto su usecky VaVp a QP rovnobezné.

Podla Téalesovej vety lezia body V4 a Vp na Télesovej kruznici nad priemerom AB,
z vlastnosti tetivového stvoruholnika ABV4 Vg tak vyplyva | PQC| = |AVEVaC| = «,
|£QPC| = |AV4VpC| = B. Tieto rovnosti uz, ako je zndme, zarucuju, ze aj Stvoruholnik
ABQP je tetivovy, teda jeho vrcholy lezia na jednej kruznici, ako sme mali dokazaf.

Pozndmka. Druhd ¢ast tvrdenia tiez jednoducho vyplyva z vlastnosti mocnosti bodu
ku kruznici: Mocnost bodu C ku kruznici k je rovnd |CV|? = |CP| - |CA|. Podobne
mocnost bodu C ku kruznici [ je rovna |CV|? = |CQ|-|CB|. Preto |CP|-|CA| = |CQ)|-
- |CBY, ¢o je ekvivalentné s tym, ze body A, B, P, @ lezia na jednej kruznici.

To isté mdzeme formulovat aj bez poéitania, ak vyuzijeme poznatok o chordalach®
troch kruznic: Ozna¢me m kruznicu opisant trojuholniku ABP. Kedze CV je chordélou
kruznic k a [ a AC chordélou kruznic k£ a m, je BC chordalou kruznic [ a m. Odtial
vyplyva, ze kruznice [ a m sa pretinaju v bode Q.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. Zopakujte so ziakmi vztahy medzi obvodovym, stredovym a tisekovym uhlom a dokazte
ich.
N2. Nech V4, Vg, Vo st pity vySok postupne z vrcholov A, B, C v danom ostrouhlom
trojuholniku ABC a V priese¢nik jeho vysok. Dokézte nasledujice tvrdenia:
a) os usecky V4 Vp prechddza stredom strany AB,
b) body A, V, Vg, V¢ lezia na jednej kruznici,
¢) bod V je stredom kruznice vpisanej trojuholniku V, Vg V.
[a) Podla T4lesovej vety lezia body V4, Vp na kruznici s priemerom AB, os seénice
V4 Vg tejto kruznice prechadza jej stredom, ¢o je stred AB. b), ¢) Podla Talesovej vety
lezia body Vg, V& na réznych polkruzniciach s priemerom AV. Podla vety o obvodovom
uhle |AVBVoV| = |AVBAV| = 90° —~. Z tetivového stvoruholnika BV, V V¢ podobne
dostaneme |£ VAV V| = 90° —v, teda V'V je osou uhla V4 Ve V. Podobne dokazeme,
ze V'V, je osou uhla VBV4 Ve, teda V je priesecnik osi vnutornych uhlov trojuholnika
VaVe Ve
D1. V rovine je dany pravouhly lichobeznik ABCD s dlhSou zakladniou AB a pravym
uhlom pri vrchole A. Ozna¢me ki kruznicu zostrojent nad stranou AD ako priemerom
a ko kruznicu prechidzajicu vrcholmi B, C' a dotykajucu sa priamky AB. Dokazte,
ze ak majua kruznice k1, ko vonkajsi dotyk v bode P, tak priamka BC je dotyc¢nicou
kruznice opisanej trojuholniku CDP. [62-B-1I-4]
D2. V rovine je dany rovnobeznik ABC D, ktorého uhlopriecka BD je kolma na stranu AD.
Ozna¢me M (M # A) prieseénik priamky AC' s kruznicou s priemerom AD. Dokazte,
ze os usecky BM prechadza stredom strany CD. [66-B-1I-3]
D3. Nech K je lubovoIny vnitorny bod strany AB daného trojuholnika ABC. Priamka C' K
pretina kruznicu opisant trojuholniku ABC v bode L (L # C). Ozna¢me k1 kruznicu
opisanu trojuholniku AK L a k2 kruznicu opisant trojuholniku BK L.
a) Dokézte, ze priamka AC je doty¢nica kruznice k1 prave vtedy, ked priamka BC
je dotyc¢nica kruznice ko.
b) Predpokladajme, ze priamka AC je se¢nicou kruzmice k1. Nech P (P # A) je
prieseénik priamky AC s kruznicou k1 a Q (Q # B) prieseénik priamky BC
s kruznicou ko. Dokazte, ze bod K lezi na tsecke PQ.

[53-A-11-3]

1 Chordala dvoch kruznic je mnozina bodov, ktoré maji k obom kruZniciam rovnakii mocnost, ¢o
v pripade pretinajacich sa kruznic je ich spolo¢na secnica.
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4. Ndjdite nagmensiu hodnotu zlomku

n3 —10n% +17n — 4

Vin) —
() n?—10n+18

pricom n je lubovolné prirodzené cislo vicsie ako 2. (Vojtech Balint)

RieSenie. Najskor vypocitajme hodnoty vyrazu V(n) pre niekolko prirodzenych ¢isel
n 2 3:

n [3[4]5[6] 7 [8]9[10] 11 [ 12 ] 13 | 14
V(n)|5 10227 1035 (1153 | 1239 | 1322

W=
Wl
(@]
~no
-~
Wi
oot
Ne)
o

Z tabulky vidime, ze V(n) = 2 pre vSetky n € {3,4,...,14}, pricom V(8) = 2.
Ukazeme, ze pre vsetky n = 9 uz plati V(n) > 2.
Postupnou tpravou vyrazu V(n) — 2 dostdvame (vieme, ze V(8) —2 =0)

n3 —10n% +17n — 4 n3 —12n2 4+ 37n — 40
V(n)—2= —2= _
n? —10n + 18 n? —10n + 18
(n—8)(n>—4n+5) (n—8)((n—2)2+1)
B (n—5)2 -1 B (n—5)2-17

Pre n 2 9 su ¢itatel aj menovatel posledného zlomku kladné ¢isla. Preto V(n) —2 >0
pre kazdé n = 9.

Odpoved. Najmensia mozna hodnota zlomku V'(n) pre prirodzené ¢éisla n > 2 je rovna 2;
tato hodnotu vyraz V(n) nadobuda pre n = 8.

Iné riesenie. Delenim oboch polynémov so zvyskom dostaneme

n+4
Vv =n— . 1
() =n = on 18 (1)
Ukéazeme, Ze pre n = 10 plati
n-+4
< 1. 2
n? —10n + 18 (2)

Pre prirodzené ¢isla n = 10 je totiz menovatel n? — 10n + 18 = n(n — 10) + 18
kladné &islo, a nerovnost (2) je tak ekvivalentnd s nerovnostou 0 < n? — 11n + 14 =
= (n—1)(n — 10) + 4, ktora je pre n = 10 zrejme splnena. Pre prirodzené ¢isla n =
= 10 preto podla (1) plati V(n) > n —1 = 9. Ako lahko zistime (napr. podla hodnét
v tabulke na zaciatku prvého riesenia), nadobtida vyraz V' (n) pre prirodzené ¢isla n €
€ {3,4,5,6,7,8,9} mensie hodnoty, medzi nimi je najmensia V' (8) = 2.
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NAVODNE A DOPINAJUCE ULOHY:
N1. Uvazujme vyraz
524 — 422 4+ 5

V(z) = T

a) Dokazte, Ze pre kazdé realne éislo z plati V(z) 2 3.
b) Najdite najviésiu hodnotu V(z).

[68—-C—II-1]
N2. Uréte vSetky dvojice (x,y) celych ¢&isel, ktoré sa rieSenim nerovnice
T 6 5
< ﬂ
Vooyvzooy
[61-C-I-3]

D1. Uréte vsetky realne ¢isla p také, ze pre Tubovolné kladné cisla x, y plati nerovnost

sl

T+y
[60-B-II-1]
D2. Pre ktoré celé ¢isla a je maximum aj minimum funkcie
_ 1222 — 12ax
Y= T2 36
celé ¢islo? [48—-A-1-3]

5. V rovine je dand tusecka AB. Pre lubovolny bod X tejto roviny, ktory je rozny od
A aj B, oznacéme Xy, resp. Xp obraz bodu A, resp. B v osovej sumernosti podla
priamky X B, resp. XA. Ndjdite vsetky také body X, ktoré spolu s bodmi X4, Xp
tvoria vrcholy rovnostranného trojuholnika. (Pavel Calabek)

RieSenie. Bod X4 je simerne zdruZzeny s bodom A podla priamky X B, plati teda
| XX 4| = |XA|. Podobne | XXp| = |XB|. Ak mé byt trojuholnik X X4 Xp rovno-
stranny, musi platit |[X X 4| = | X Xg|, ¢ize | XA| = | X X4| = |XXg| = |XB|. Bod X
preto nutne lezi na osi o usecky AB. Naopak, ak X lezi na osi tsecky AB, plati podla
rovnosti z prvych dvoch viet rieSenia | X X 4| = | X Xg|. Body X, X4 a Xp potom budu
vrcholmi rovnostranného trojuholnika prave vtedy, ked velkost uhla X 4 X X g bude 60°.
Hladany bod X zrejme nemoze byt stredom S Xpg X,
usecky AB, pretoZze potom by bolo X4 = A, Xgp = B 0———4———/
a body X 4, X, Xp by lezali na jednej priamke. Hladané I
body X mozu teda lezat na priamke o mimo tsecky AB.
Vzhladom na zrejmu symetriu sa dalej obmedzime len
na body X v jednej z polrovin urcéenych priamkou AB.
Ozna¢me « velkost ostrého uhla AXS (obr.2),
ktory zrejme moze nadobudat fubovolnt hodnotu z in-
tervalu (0°,90°). Zo zhodnosti orientovanych uhlov
AXB a BX X4 vyplyva, ze orientovany uhol SX X4
méa potom velkost 3a. Ako uz vieme, bod X bude
vrcholom rovnostranného trojuholnika X X 4 Xp prave
vtedy, ked bude priamka X X 4 zvierat s osou o uhol 30°, Obr. 2

i

|/
y

/
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¢o vzhladom na nerovnosti 0° < 3a < 270° nastane jedine pre 3a € {30°,150°,210°},
¢ize o € {10°,50°,70°}.

Obr. 3

Na obr. 3 vidime vsetky tri zodpovedajice rieSenia. St to vrcholy rovnoramennych
trojuholnikov so zékladiiou AB a uhlom 2a € {20°,100°,140°} pri vrchole X. Dalgie
tri rieSenia (stumerne zdruzené podla priamky AB) existuji v opacnej polrovine uréenej
priamkou AB.

NAVODNE A DOPINAJUCE ULOHY:

N1.

N2.

N3.

N4.

D1.

Nech P je vnutorny bod konvexného uhla BAC'. Ozna¢me K a M obrazy bodu P v oso-
vych stimernostiach podla priamok AB a AC. Uréte velkost uhla KAM. [|[{ KAM| =
= 2|£BAC)|, ak je uhol BAC ostry alebo pravy; | KAM| = 360° — 2|A BAC|, ak je
uhol BAC tupy.]
Nech P je vnutorny bod ostrouhlého trojuholnika ABC' s danym obsahom S. Oznac¢me
K, L a M obrazy bodu P v osovych siumernostiach podla priamok AB, BC a CA.
Vypocitajte obsah sestuholnika AKBLC M a zistite, kedy je tento Ssestuholnik pravi-
delny. [Obsah je vzdy 2S5, Sestuholnik je pravidelny iba v pripade, ked je trojuholnik
ABC rovnostranny a bod P je jeho taziskom.]
Nech P je Iubovolny vnitorny bod rovnostranného trojuholnika ABC. UvaZzujme
obrazy K, L a M bodu P v osovych stmernostiach s osami AB, BC a CA. Urcte
mnozinu vSetkych bodov P takych, ze trojuholnik K LM je rovnoramenny.
[63-C-1-4]
Nech A a B st rézne body roviny. Dalej je dany orientovany uhol w (0° < w < 90°).
Pre Tubovolny bod X oznac¢me postupne X 4, X g obrazy bodu X v otoceniach okolo
stredov A a B o uhol w. Uréte vsetky body X, pre ktoré je trojuholnik XX Xp
rovnostranny. [48-B—11-4]
Nech ABCD je tetivovy $tvoruholnik, ktorého vntutorny uhol pri vrchole B méa velkost
60°.
a) Dokazte, ze ak |BC| = |CD|, tak |CD|+ |DA| = |AB].
b) Rozhodnite, ¢i plati opacnd implikécia.
[63-A-1-5]



6. Je dan€ prirodzen€ cislo k < 12. Vo wvrcholoch pravidelného 12-uholnika su napi-
sané ¢isla 1,2, ... ,12 (ako na ciferniku hodin). V jednom kroku moZeme bud vymenit
niektoré dve protilahlé c¢isla, alebo zvolit lubovolnijch k susednich vrcholov a v nich
napisané cisla zvicsit o 1. Oznacéme T'(k) nasledovné tvrdenie: ,Po konecnom pocte
krokov mozno dostat vsetkych 12 cisel rovnakych.“ Dokdzte, Ze T'(2) neplati, T(5) plati,
a rozhodnite o platnosti T'(3). (Jan Mazak)

Riesenie. Vrcholy pravidelného dvanéstuholnika ocislujme rovnako ako na ciferniku
hodin. Prei € {1,2,... ,12} ozna¢me q; ¢islo napisané v i-tom vrchole dvanastuholnika;
na zaciatku je podla zadania a; = i pre vSetky i € {1,2,...,12}.

Najskor ukézeme, ze T'(2) neplati. Uvazujme sucty

S1=a1 +ag+as+ar +ag + aix,

Sy =ag + as + ag + ag + a0 + aia.

Na zaciatku je S; = 36 a Sy = 42. Kazdé dve protilahlé ¢isla sa nachadzaju spolo¢ne
v tom istom sucte, to znamena, Ze po ich vymene sa ziadny z oboch stuc¢tov nezmeni.
Navyse ziadne dve susedné cisla nepatria do toho istého suctu, takze po kroku spo-
¢ivajiucom vo volbe dvoch susednych vrcholov a zviiéSeni v nich napisanych ¢isel o 1
sa oba suc¢ty zvicsia o 1, takze ich rozdiel S — S7 sa nezmeni. KedZe na zaciatku je
Sy — 51 = 6, nemozno sa nikdy dostat do situdcie, ked by boli vSetky ¢isla a; rovnaké.
V takom pripade by totiz bolo S; = S3 a rozdiel S; — S7 by bol nulovy. Preto tvrdenie
T'(2) neplati.

Podobne dokazeme, Ze neplati ani tvrdenie 7'(3). Uvazujeme tentoraz tri sucty

S1 = a1 + a4 + a7 + aqo,
So =ag +as +as + ay,

S3 = a3z + ag + ag + a2,

pre ktoré na zaciatku plati S; = 22, So = 26, S3 = 30. Po kazdom kroku sa bud
Ziadny z troch su¢tov nezmeni (ak vymenime dvojicu protilahlych ¢isel), alebo sa vsetky

.....

nemdzu byt vo vsetkych vrcholoch napisané rovnaké ¢isla, vtedy by totiz platilo S; =
= Sy = Ss.

Nakoniec ukazeme, ze tvrdenie T'(5) plati. Pod péticou ¢isel so stredom vo vrchole ¢
budeme rozumiet ¢isla vo vrcholoch i —2,i—1, 4,7+ 1, i + 2 so zvycajnou dohodou, Ze

vrchol —1 je vrchol 11, vrchol 0 je 12, vrchol 13 je 1 a vrchol 14 je 2. ZviécSime pétice
so stredmi v jednotlivych vrcholoch tolkokrat, kolko je naznacené v obr. 4, t.j. piticu

.....

.....

vo vrcholoch 11, 12, 1, 2 a 3. Po tychto krokoch bude teda a1 = 147424944411 = 34,
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podobne sa zvicsia aj ¢isla pri dalsich vrcholoch a bude platit

a3 =2+2+9+4+11+6 =34, 95
a3 =3+9+4+11+6+1= 34,
ag=4+4+11+6+1+8=34,
a5 =5+11+6+1+8+3 =34,
ag=6+6+1-+8+3+10= 34,
ar=T+1+8+3+10+5=34,
a5 =8+8+3+10+5-+0 = 34,
a9 =9-+3+10+5+0-+7=34,
a10=10+10+5+0+7+2 = 34,
a1 =11+5+0+7+2+9 =34, 8

a10=124+0+74+2+9+4=34. Obr. 4

Vidime, Ze po opisanych krokoch (tie spocivali len vo zvii¢Seni pitice susednych
¢isel, vymenu protilahlych ¢isel sme nevyuzili) bude v kazdom vrchole dvanédstuholnika
napisané zhodné cislo 34.

Pozndmka. Ukédzme, ako dokazat tvrdenie T'(5) systematickejsie, aj ked zdaleka nie tak
efektivne. Ak zvicSime pitkrat ¢isla v po sebe nasledujicich piticiach vrcholov, teda
postupne v péticiach vrcholov

(1,2,3,4,5), (6,7,8,9,10), (11,12,1,2,3), (4,5,6,7,8), (9,10,11,12,1),

dosiahneme vdaka rovnosti 5-5 = 2-12+1 to, Ze ¢isla vo vSetkych vrcholoch s vynimkou
prvého zvic¢sime o 2, zatial ¢o ¢islo v prvom vrchole zvicésime o 3. Podobne samozrejme
mozeme zvicsit ¢islo v Tubovolnom vrchole o o jedna viac ako vo vSetkych ostatnych
vrcholoch, takZze opakovanim uvedeného postupu jedenastkrat pre vrchol 1, desafkrat
pre vrchol 2, ... a napokon jedenkrat pre vrchol 11 dosiahneme to, Ze ¢isla vo vsetkych
vrcholoch budt rovnaké. Dodajme, Ze analogickym postupom mozno vdaka rovnostiam
7-7=4-1241a11-11 = 10-12+1 dokézaf aj tvrdenia 7'(7) a T'(11), nie vSak ziadne
tvrdenie T'(k) s ¢islom k sudelitelnym s ¢islom 12.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Na tabuli sa napisané celé nezaporné cisla od 0 do 1234. Uvazujme nasledujiacu
operéaciu: Zotrieme lubovolné dve ¢isla a namiesto nich na tabulu napiSeme ich rozdiel
(od vicsieho ¢isla od¢itame mensie). Tato operaciu opakujeme, kym na tabuli neostane
posledné ¢islo. Moze na tabuli ostat ¢islo 27 [Nie. Uvedenou operéciou sa nemeni parita
sacétu vsetkych ¢isel napisanych na tabuli, ktord je na zaciatku nepérna.]

N2. Na tabuli s napisané vSetky prirodzené cisla od 1 do 100. Uvazujme nasledujiacu
operéaciu: Zotrieme Iubovolné dve ¢isla a namiesto nich napiSeme na tabulu ich stdet.
Tuato operaciu opakujeme, kym na tabuli neostanti posledné tri ¢isla. Mézeme tymto
sposobom nakoniec ziskat tri po sebe iduce ¢isla? [Sucet troch po sebe iducich &isel je
delitelny tromi, naproti tomu nemenny sucet vSetkych ¢isel na tabuli delitelny tromi
nie je.]

N3. Na stole je n poharov, vsetky st postavené dnom nahor. V jednom kroku moézeme
otodit Tubovolnych k poharov naopak (k je pevne dané). Je mozné, aby po koneénom
pocte krokov bolo vsetkych n poharov postavenych dnom nadol? RieSte najskor pre
n=9ak=25,potompren=9ak=4.[Pren=9ak=>5 to zrejme mozné je. Pre
n =9 a k = 4 to mozné nie je, pretoze vSeobecne plati: pri parnom k a lubovolnom
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N4.

D1.

D2.

D3.

D4.

D5.

n sa nemeni parita poé¢tu poharov postavenych dnom nahor (t.j. tento pocet je bud
stale parny, alebo stile neparny).]
Na hranici kruhu stoja 2 jednotky a 48 nal v poradi 1,0,1,0,0,...,0. V jednom kroku
je dovolené pripocitat ¢islo 1 ku ktorymkolvek dvom susednym déislam. Mozeme po
niekolkych krokoch dosiahnut, aby vsetkych 50 ¢isel bolo rovnakych? [Nie je to mozné;
oznacte Cisla postupne x1,x2,...,T50 a vysvetlite, preco vyraz r1 — x2 + x3 — x4 +
+ ...+ z49 — x50 nemeni svoju hodnotu (nezabudnite, Ze spolu susedia aj z1 a x50).]
Danych je n (n = 2) prirodzenych &isel, s ktorymi mézeme urobit nasledujticu operaciu:
vyberieme niekolko z nich, ale nie vsetky a nahradime ich ich aritmetickym priemerom.
Zistite, ¢i je mozné pre lubovolnd pocdiato¢na n-ticu dostat po koneénom pocte krokov
vSetky ¢isla rovnaké, ak n sa rovna a) 2000, b) 35, ¢) 3, d) 17. [51-B-1-4]
Na kazdej stene kocky je napisané prave jedno celé ¢islo. V jednom kroku zvolime
a postacujucu podmienku pre ocislovanie stien kocky na zaciatku, aby po kone¢nom
pocte vhodnych krokov boli na vSetkych stenach kocky rovnaké cisla. [60—A-1-5]
V kazdom vrchole pravidelného 2008-uholnika lezi jedna minca. Vyberieme dve mince
a premiestnime kazda z nich do susedného vrcholu tak, Ze jedna sa posunie v smere
a druhé proti smeru chodu hodinovych ruci¢iek. Rozhodnite, ¢i je mozné tymto spo-
sobom vsSetky mince postupne presuniit:
a) na 8 képok po 251 minciach,
b) na 251 képok po 8 minciach.
[68—-A-I-5]
Krokom budeme rozumiet nahradenie usporiadanej trojice celych &isel (p, ¢, r) trojicou
(r + 5q,3r — 5p, 2q — 3p). Rozhodnite, ¢ existuje celé ¢islo k také, Ze z trojice (1,3,7)
vznikne po kone¢nom pocte krokov trojica (k,k + 1,k + 2). [52-B-1-4]
Danych je n nezédpornych ¢isel. Mozeme vybrat Tubovolné dve z nich, napriklad a a b,
a £ b, a zamenit ich ¢islami 0 a b — a. Dokézte, Ze opakovanim tejto operacie je moZné
vsetky dané ¢isla zmenitf na nuly prave vtedy, ked povodné ¢&isla je mozné rozdelit do
dvoch skupin tak, zZe stcty ¢isel v oboch skupinach st rovnaké. [61-B-II-4]

Slovenska komisia Matematickej olympiady

Autori:

Recenzenti:

Vojtech Bélint, Leo Boéek, Pavel Calabek, Sarka Gergelitsova, Karel Horak, Radek
Horensky, Tomas Jurik, Ales Kobza, Pavel Leischner, Jan Mazék, Pavel Novotny,
Peter Novotny, Martin Pandk, Jaromir Simsa, Jaroslav Svréek, Jaroslav Zhouf

Vojtech Balint, Tomas Jurik, Jan Mazak, Pavel Novotny, Peter Novotny

Redakéna tprava: Pavel Calabek, Karel Hordk, Peter Novotny, Jaromir Simsa

Vydal:

IUVENTA — Slovensky institit mladeze, Bratislava 2012



