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62. ro¢nik Matematickej olympiady
2012/2013 Riesenia tloh doméaceho kola kategorie C

1. Stvorcovd tabulka je rozdelend na 16 x 16 policok. Kobylka sa po nej pohybuje dvoma
smermi: vpravo alebo dole, pricom strieda skoky o dve a o tri policka (t.j. Ziadne dva
po sebe idice skoky nie su rovnako dlhé). Zacina skokom dlzky dva z lavého horného
policka. Kolkymi roznymi cestami sa moze kobylka dostat na pravé dolné policko? (Pod
cestou mame na mysli postupnost policok, na ktoré kobylka doskoci.) (Peter Novotny)

Riesenie. V priebehu svojej cesty sa kobylka musi posunit o celkom 15 poli¢ok doprava
a 15 policok nadol. Dohromady sa tak posunie o 30 poli¢ok, takze dvojicu skokov dlzky
2+ 3 = 5 zopakuje celkom Sestkrat. PresnejSie vyjadrené, jej jednotlivé skoky budi mat
dlzky postupne

2, 3,2, 3,2, 3,2, 3, 2,3, 2, 3, (1)

takze pojde Sestkrat o skok dlzky dva (2-skok) a Sestkrat o skok dlzky tri (3-skok).
Ak jednotlivym 2-skokom a 3-skokom pripiSeme poradové ¢isla podla ich pozicie v (1),
bude kobylkina cesta jednoznac¢ne urc¢ena vyberom poradovych ¢isel skokov smerujtcich
doprava (zvy$né potom budi smerovat nadol). Musime pritom dodrzat len to, aby stcet
dlzok takto vybranych skokov (t.j. skokov doprava) bol rovny 15. To mozno povolenymi
dlzkami dosiahnut (bez rozlisenia poradia skokov) nasledujicimi spdsobmi:

15=3+3+3+3+3,
15=34+3+3+2+2+2,
15=3+2+2+2+2+2+2.

V prvom pripade bude pift zo Siestich 3-skokov doprava (a vSetky 2-skoky nadol),
takze cesta bude urcena len poradovym ¢islom toho (jediného) 3-skoku, ktory bude
smerovat nadol. Preto je ciest tohto typu prave 6.

V druhom pripade bude cesta urcena poradovymi ¢islami troch 3-skokov doprava
a poradovymi ¢islami troch 2-skokov doprava. Vybery oboch trojic s nezavislé (t.j.
mozno ich spolu Tubovolne kombinovat) a pri kazdom z nich vyberame tri prvky zo
Siestich, ¢o mozno urobit 20 sposobmi.! Preto je ciest tohto typu 20 - 20 = 400.

V tretom pripade je kobylkina cesta urc¢end len poradovym ¢islom toho jediného
3-skoku, ktory bude smerovat doprava, takze ciest tohto typu je (rovnako ako v prvom
pripade) opét 6.

Odpoved. Hladany celkovy pocet kobylkinych ciest je 6 + 400 + 6 = 412.

Iné riesSenie. Zadanu tulohu ,pre pravé dolné policko* vyriesime tak, ze budeme
postupne uréovat poéty kobylkinych ciest, ktoré veda do jednotlivych poli¢ok tabulky
(policka budeme postupne volit od Tavého horného policka po jednotlivych vedlajsich
diagonélach?, lebo ako Iahko zistime, po uréitom pocte skokov skonéi kobylka na tej
istej vedlajsej diagonéle; tak sa nakoniec dostaneme k tomu najvzdialenejSiemu, teda

..... 6

3) = 20 vsak mozno

vypocitat aj vypisanim jednotlivych moznosti.
2 V tomto pripade pod vedlaj$ou diagonalou chdpeme skupinu poli¢ok, ktorych stredy leZia na priamke
kolmej na spojnicu stredu zaciatocného policka so stredom koncového policka.
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pravému dolnému poli¢ku). Pre zjednodusenie dalsieho vykladu oznac¢me (i, j) policko
v i-tom riadku a j-tom stipci.

Je zrejmé, Ze povolenym spoésobom skékania sa kobylka vie dostat len na niektoré
policka celej tabulky. Po prvom skoku (ktory musi byt 2-skok z policka (1, 1)) sa kobylka
dostane len na policko (1,3) alebo (3,1), po druhom skoku (teda 3-skoku) to bude
niektoré z policok

(1,6), (3,4), (4,3), (6,1).

Vo vsetkych doteraz uvedenych polickach je v tabulke vpisané ¢islo 1, lebo na kazdé
z nich vedie jedind kobylkina cesta. Situdcia sa zmeni po trefom skoku (2-skoku)
kobylky, lebo na policka (3,6) a (6,3) vedu vzdy dve rozne cesty, a to z policok
(1,6) a (3,4), resp. z policok (6,1) a (4,3). Takto v dalSom kroku nasSej ivahy uréime
vSetky policka, na ktoré sa kobylka moze dostat po Styroch skokoch, aj pocty ciest,
ktoré v tychto polickach konéia. V zapliiani tabulky tymito ¢islami (postupom podla
poctu skokov kobylky) pokracujeme, az sa dostaneme do ,cielového“ policka (16, 16).
Pritom neustale vyuzivame to, Ze posledny skok kobylky na dané policko méa dant dlzku
a jeden ¢i oba mozné smery. V prvom pripade cislo z predposledného policka na ceste na
posledné policko opiSeme, v druhom pripade tam napiseme stucet ¢isel z oboch moznych
predposlednych policok.

1 1 1 1 1 1 1
1 1 2 2 3 3 4
1 1 2 2 3 3
1 1 3 3 6
1 2 4 6 9 12 16
1 2 4 7 10
1 2 6 9 18 24 40
2 3 9 13 25 35
2 4 13 20 44
1 3 9 18 36 61 101
3 7 20 40 75
1 3 12 25 61 105 206
3 6 24 44 105 180
3 10 35 75 180
1 4 16 40 101 206 412

Rovnako ako v prvom rieSeni prichadzame k vysledku 412.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Kobylka skice po tisecke dlzky 10 cm a to skokmi o 1cm alebo o 2cm (vzdy rovnakym
smerom). Kolkymi sposobmi sa moze dostat z jedného krajného bodu usecky do
druhého? [Ak oznadime a,, pocet sposobov, kolkymi sa moéze kobylka dostat do bodu
vzdialeného ncm od zaciatocného bodu tsecky, tak pre kazdé n = 1 plati apt2 =
= an+1 + an. Kedze a1 = 1 a a2 = 2, modzeme dalsie pocty a3, a4,... postupne
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podéitat podla vzorca z predoslej vety, az dospejeme k hodnote ajgp = 89. Pri inom
postupe je mozné rozdelit vSetky cesty podla toho, kolko pri nich urobi kobylka skokov
dlzky dva (ich pocet moze byt 0, 1, 2, 3, 4 alebo 5 a tym je tiez uréeny pocet skokov
dizky 1: 10, 8, 6, 4, 2 alebo 0). Ku kazdému takému poétu potom uréime pocet vietkych
roznych poradi jednotiek a dvojok (dévajucich v stéte 10). Dostaneme tak 149428+
+ 35+ 15 4+ 1 = 89 moznych ciest.]

N2. Skriatok sa pohybuje v tabulke 10 x 15 skokmi o jedno poli¢cko nahor alebo o jedno
policko doprava. Kolkymi réoznymi cestami sa moze dostat z lavého dolného do pravého
horného policka? [Skriatok urobi 9 skokov nahor a 14 skokov doprava. Jeho cestu
ur¢ime, ked v poradi vsetkych 23 skokov vyberieme tych devét, ktoré poveda nahor.
Pocet tychto vyberov 9 prvkov z danych 23 je rovny zlomku %, teda
Gislu 817190.]

D1. Uréte pocet dvojic (a,b) prirodzenych &isel (1 £ a < b < 86), pre ktoré je stcin ab

delitelny tromi. [C-51-T1-1]
D2. Uréte pocet vSetkych Stvorcifernych prirodzenych ¢éisel, ktoré su delitelné Siestimi
a v ich zépise sa vyskytuju prave dve jednotky. [C-56—S—1]

2. Pre kladné redalne cisla a, b, c, d plati
a+b=c+d, ad = be, ac+ bd = 1.
Akt najvicésiu hodnotu moze mat sicet a + b+ c+ d? (Jan Mazak)

Riesenie. Najskor ukazeme, ze prvé dve rovnosti zo zadania tilohy st splnené len vtedy,
ked plati @ = ¢ a sucasne b = d. Naozaj, vdaka tomu, ze zadané ¢isla si kladné (a teda
rozne od nuly), mozeme uvedené rovnosti zapisat ako

b d b d
a(l—l——) :c<1+—> a —=-.
a c a c
Podla druhej rovnosti vidime, Ze suc¢ty v oboch zéatvorkdch z prvej rovnosti maju
rovnaka kladni hodnotu, takze sa musia rovnat prvé ¢initele oboch jej stran. Plati
teda a = ¢, odkial uz vyplyva aj rovnost b = d.
Ked uz vieme, ze plati a = ¢ a b = d, vystacime dalej len s premennymi a a b
a najdeme najvicsiu hodnotu zadaného suctu

S=a+b+c+d=2(a+b)

za jedinej podmienky, totiz ze kladné ¢isla a, b spliiaja rovnost a? + b% = 1, ktora je
vyjadrenim tretej zadanej rovnosti ac + bd = 1 (prvé dve st vdaka rovnostiam a = ¢
a b= d zrejmé).

Vsimnime si, ze pre druhtt mocninu (kladného) stcétu S plati

S? = 4(a +b)* = 4(a® +b*) +8ab=4-1+ 8ab = 4(1 + 2ab),

takze hodnota S bude najvicsia prave vtedy, ked bude najvicSia hodnota 2ab. Zo
zrejmej nerovnosti (a — b)? = 0 po roznasobeni viak dostaneme

2ab < a? + 1% =1,

pritom rovnost 2ab = 1 nastane prave vtedy, ked bude platit a = b, ¢o pre kladné ¢isla
a, b spolu s podmienkou a? + b% = 1 vedie k jedinej vyhovujiicej dvojici a = b = 1//2.
Najviicsia hodnota vyrazu 2ab je teda 1, takze najvicsia hodnota vyrazu S? je 4(1 +
+1) = 8, a teda najvicsia hodnota S je v/8 = 21/2. Dosiahne sa pre jedinti pripustni
Stvoricua =b=c=d = 1/2.



NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Uk&zte, ze nerovnost f(u +v) 2 /uv medzi aritmetickym a geometrickym priemerom
dvoch Tubovolnych nezapornych ¢isel u a v vyplyva zo zrejmej nerovnosti (a — b)? = 0
vhodnou volbou hodnoty a a b. [Zvolte a = v/t a b = 1/v.] Podobnym obratom alebo
priamym pouzitim uvedenej AG-nerovnosti (v niektorych pripadoch aj niekolkonasob-
nym) dokézte dalsie nerovnosti

2abc<a2+b2 A, at+v* 2 aPh+ab®, (1+a+0b)?2=3(a+b+ab),
a b 1 1 1 8 1 1 1
—+ === -t =z )b+ = =) =8,
b2+a2_ +b ab+cd_(a—|—b)(c—|—d) (a+b>( +c>(c+a>_

v ktorych a, b, ¢, d oznac¢uju lubovolné kladné &isla.
D1. Dokézte, ze pre lubovolné kladné reédlne ¢isla a, b plati

\F<2(a + 3ab + b?) ca+tb
5(a +b) = 2

)

a pre kazda z oboch nerovnosti zistite, kedy prechddza na rovnost. [69-C-I-5]
D2. Dokézte, ze pre lubovolné rozne kladné ¢isla a, b plati

a+b<2(a2+ab—|—b2)< a? + b2
2 3(a+b) 2

[68—-C-I-6]
D3. Dokézte, ze pre lubovolné nezdporné cisla a, b, ¢ plati
(a + be)(b+ ac) = ab(c +1)2.
Zistite, kedy nastane rovnost. [68-C—S—1]
D4. Ak realne &isla a, b, ¢, d spliiaji rovnosti
a2+ =+ =2+d%2=1,
plati nerovnost
ab+ ac+ ad + bc + bd + cd < 3.
Dokéazte a zistite, kedy za danych podmienok nastane rovnost. [65—C-1I-2]
D5. Nech a, b, ¢, d st také redlne isla, ze a + d = b + ¢. Dokézte nerovnost
(a—b)(c—d)+(a—c)(b—d)+(d—a)(b—c) 2 0.
[64-C-I-1]

3. Dany je obdlznik ABCD s obvodom o. V jeho rovine ndjdite mnoZinu vietkyjch bodov,
ktorych sucet vzdialenosti od priamok AB, BC, CD, DA je rovny %o. (Tomas Jurik)

Riesenie. Pozadovant hodnotu suctu styroch vzdialenosti zapiseme v tvare

2 1 1 1
Zo= = 0= — Bl + |BC. 1
30 60+ 2o 60+|A | + | BC| (1)

Pre Tubovolny bod v pése uréenom priamkami AB a CD plati, Ze sucet jeho
vzdialenosti od tychto dvoch rovnobeziek je rovny ich vzdialenosti, t.j. |BC|. Pre
Iubovolny bod zvonka tohto pésu je sucet dvoch uvazovanych vzdialenosti rovny suc¢tu
hodnoty |BC| a dvojnasobku vzdialenosti od blizsej z oboch rovnobeziek. Podobné dve
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tvrdenia platia pre sucet vzdialenosti Tubovolného bodu od rovnobeziek BC' a AD vo
vztahu k ich vzdialenosti |AB|. Vzhladom na vyjadrenie (1) tak mozeme urobit prvé

dva zévery.

(1) V pése medzi priamkami AB a C'D st hladanymi bodmi prave tie, ktorych

stucet vzdialenosti od priamok BC a AD je rovny %0 + |AB]|. St to teda body,
ktoré lezia zvonka pasu urc¢eného priamkami BC' a AD a maja od blizSej z nich
vzdialenost rovni go : 2 = Lo. Mnozinu hlfadanych bodov v péase medzi AB
a C'D tak tvoria dve tusecky B1(C7 a Ai;D; znazornené na obr. 1. Ich krajné
body A;, B lezia na priamke AB zvonka tsecky AB tak, ze |AA,| = |BB;| =
= %o; krajné body C7, D; lezia na priamke C'D zvonka tsecky C'D tak, ze
|C01| = ‘DDl‘ = %0.

D, Cy
/ \
/ N
/ N
D,/ p c \Ci
AN, A B /B
\ /
N /
N ’
AQ BQ

Obr. 1

(2) V pése medzi priamkami BC a AD st hladanymi bodmi prave tie, ktorych

stucet vzdialenosti od priamok AB a CD je rovny %0 + |BC|. Su to teda
body, ktoré lezia zvonka pasu urcéeného priamkami AB a C'D a ktoré maju
od blizsej z nich vzdialenost 1—120. Mnozinu hladanych bodov v pase medzi BC
a AD tak tvoria dve usecky A Bs a Cy D4, pritom krajné body Bs, Cs lezia na
priamke BC' zvonka tsecky BC tak, ze |[BBs| = |CCs| = 750 a krajné body
As, D, lezia na priamke AD zvonka usetky AD tak, ze |[AAs| = |DDs| = Lo.

Ostéava najst hladané body mimo zjednotenia oboch uva-
zovanych pasov, teda body leziace v nejakom zo Styroch
pravych uhlov A1AAs, B1BBsy, C1CCsy, D1DDsy. 7 vyssie
uvedenych tivah vyplyva, Ze v kazdom z tychto uhlov hladdme
prave tie body, ktorych sucet vzdialenosti od oboch ramien
uhla je rovny hodnote %0. Vzhladom na symetriu ukazeme
len to, ze také body uhla A; AA5 vyplnia tsecku A; Asy; v os-
tatnych troch uhloch to potom budu usecky BBy, C;C5,
D1D2 (ObI‘. 1)

Vsimnime si najskor, ze body A;, As st jediné body

Az
Xo
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j dg / \
/

/ \
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y \

d ]

X1

Obr. 2

\
Ay

na ramenach uhla A; AAs, ktoré maji pozadovanu vlastnost. Pre lubovolny vnatorny
bod X uhla A;AA5 ozna¢me dy, dy vzdialenosti bodu X od ramien AA;, resp. AAs.
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Hladdme potom préave tie body X, pre ktoré plati dy +ds = 1—120 (obr. 2). Tato ,rovnicu®
teraz vyrieSime tvahou o obsahu S utvaru AA; X A, ktory je bud trojuholnik, alebo
konvexny ¢i nekonvexny stvoruholnik.

Obsah S je vzdy rovny suc¢tu obsahov dvoch trojuholnikov AA; X a AA>X:

1 1 1 1
S =Saa,x+ Saa,x = §\AA1|d1 - §|AA2|d2 =5"13° (d1 + d2).

Rovnica dy +ds = 1—120 je tak splnené prave vtedy, ked obsah S méa rovnaka hodnotu ako
obsah Sy pravouhlého trojuholnika AA;A;, ktorého obe odvesny maji zhodnt dizku
1—120. Hladané body X su teda préave tie, pre ktoré je utvar AA; X As trojuholnik; ak
je totiz AA; X Ay konvexny, resp. nekonvexny stvoruholnik, plati zrejme S > Sy, resp.
S < Sp. Hladané body X uhla AA;As preto naozaj tvoria tsecku Aj As.

Odpoved. Hladan&d mnozina je zjednotenim 6smich tseciek, ktoré tvoria hranicu osem-
uholnika A1A2B2B1C’102D2D1.

Pozndmka. Z obr.2 je tiez zrejmé, ze rovnica dy + da = ¢, pricom ¢ = |AA;| = |AA,|,
bude splnena prave vtedy, ked bude | X1A1| = di a |X243| = da, t.j. prave vtedy,
ked budu oba trojuholniky X X7 A; a X X5As rovnoramenné. To zrejme nastane prave
vtedy, ked bude uhol A; X Ay priamy, pretoze |{AA; Ag| = 45°.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. V rovine je danych k navzdjom réznych rovnobeziek. Ktoré body tejto roviny maja
najmensi stucet vzdialenosti od tychto k rovnobeziek? Odpoved si premyslite najskor
pre malé hodnoty k = 2,3,4, ... a potom spravte zovSeobecnenie. [V pripade parneho k
sa jedna o body pasu medzi dvoma ,,prostrednymi“ rovnobezkami, v pripade neparneho
k st to body na prostrednej rovnobezke.]

N2. Dany je pravouhly rovnoramenny trojuholnik ABC s odvesnami AC, BC' dizky 1cm.
V pravom uhle AC B urcte vSetky tie body, ktorych sucet vzdialenosti od ramien C'A,
CB je rovny a) lcm, b) 3cm. [V pripade a) pre hladany bod X porovnajte obsah
atvaru vzniknutého zlepenim trojuholnikov ACX a BCX s obsahom trojuholnika
ABC a odvodte odtial, ze vyhovujice body X vyplnia tisecku AB. V pripade b)
nahradte body A, B vhodnymi bodmi A’, B’ na ramenach CA, resp. CB a pouZite
ten isty postup ako v pripade a).]

D1. Je dané asecka AB. Zostrojte bod C tak, aby sa obsah trojuholnika ABC rovnal 1/8
obsahu S $tvorca so stranou AB a stcet obsahov $tvorcov so stranami AC a BC sa
rovnal S. [C-54-S-3]

4. Rozhodnite, ¢i z lubovolnich siedmich vrcholov daného pravidelného 19-uholnika
mozno vidy vybratl styri, ktoré su vrcholmi lichobeznika. (Jaromir Sims3a)

Riesenie. Oznac¢me S stred daného pravidelného 19-uholnika A; As ... Ajg9. Os kazdej
usecky A;A; je priamka, ktord okrem bodu S prechédza este niektorym vrcholom Ay
(to vdaka tomu, ze ¢islo 19 je neparne). Preto sa daja vSetky tsecky A;A; rozdelit na
19 skupin, pricom v kazdej skupine buda navzajom rovnobezné tsecky so spolo¢nou
osou, ktorou je vzdy jedna z priamok SAy. V kazdej skupine je pritom zrejme (19 —
— 1) : 2 =9 tseciek a kazdé dve z nich st zakladiiami lichobeznika (nemoze sa jednat
o rovnobeznik, lebo ziadna z useciek A;A; neprechadza stredom S, opit vdaka tomu,
ze Cislo 19 je nepérne).

Pocet vSetkych tuseciek A;A; s krajnymi bodmi v fubovolne vybranej sedemprvko-
vej mnozine vrcholov je (7-6) : 2 = 21 > 19, takze dve z tychto tseciek lezia v rovnakej

6



z 19 opisanych skupin. Tym je existencia ziadaného lichobeznika dokazana, nech uz je
sedemprvkovd mnozina vrcholov zvolena akokolvek.

Pozndmka. Uvodnt tivahu o osi tisecky A;A; mozno vynechat. Namiesto toho mozeme
rovno opisat uvedenych 19 devifprvkovych skupin navzdjom rovnobeznych tuseciek
a potom skonstatovat, Ze ide o vSetky mozné tsecky A;A;, lebo tych je (19 - 18)
:2 =199, teda prave tolko, kolko je tseciek v opisanych 19 skupinéch.

Iné rieSenie. Zatial ¢o v prvom rieSeni sme uvazovali o zédkladniach hladaného licho-
beznika, teraz sa zameriame na jeho ramené alebo uhlopriecky. V oboch pripadoch to
musia byt dve zhodné tsecky, lebo kazdy lichobeznik, ktorému mozno opisat kruznicu,
je rovnoramenny. Osi jeho zdkladni totiz musia prechadzat stredom opisanej kruznice,
takze splyvaju a tvoria tak os stmernosti celého lichobeznika. Naopak kazdé dve
tetivy jednej kruznice, ktoré maji rovnaka dizku kratsiu ako priemer kruznice, nie
st rovnobezné a nemaju spoloény krajny bod, tvoria bud ramend, alebo uhlopriecky
(rovnoramenného) lichobeznika (sta¢i si uvedomit, ze Tubovolné dve zhodné tetivy
jednej kruznice st simerne zdruzené podla priamky prechadzajice stredom uvedenej
kruznice a prieseénikom prislichajicich seénic).

V pravidelnom 19-uholniku A; A; ... Aj9 maji zrejme vSetky tsecky A; A; dokopy
len 9 r6znych dizok. Vo vybranej sedemprvkovej mnozine vrcholov mé oba krajné body
celkom (7-6) : 2 = 21 tuseciek. Kedze 21 > 2 -9, podla Dirichletovho principu niektoré
tri z tychto tseciek maji rovnaki dizku (t.j. st zhodné). Keby kazdé dve z tychto troch
useciek mali spolo¢ny vrchol (a vieme, Ze z fubovolného vrcholu vychéddzaji nanajvys
dve zhodné strany ¢i uhlopriecky), vytvorili by tieto tri tsecky rovnostranny trojuholnik,
¢o nie je mozné, lebo 3 1 19. Preto niektoré dve z tychto troch zhodnych tsec¢iek nemaji
spoloény krajny bod, takze to st bud ramené, alebo uhlopriecky rovnoramenného
lichobeznika (protilahlé strany rovnobeznika to byt nemo6zu).

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
Uzitoény Dirichletov (priehradkovy) princip sa najcastejsie uvaddza s dvoma prirodze-
nymi ¢islami k a n takto: ,,Ak je aspon nk+ 1 predmetov rozdelenych do n priehradiek,
v niektorej z nich je aspon k + 1 z tychto predmetov.“ Aj ked je to velmi jednoduché
tvrdenie (zdovodnite ho sami), nachddza pouzitie v mnohych situdciach (¢asto dokonca
s hodnotou k = 1).

N1. Z Tubovolnych 82 prirodzenych ¢isel mozno vybrat dve éisla tak, aby ich rozdiel bol
delitelny ¢islom 81. Dokazte. [Rozdelte &isla na skupiny podla ich zvysku po deleni
¢islom 81.]

N2. Ak vyberieme z mnoziny {1,2,3,...,100} Tubovolne 12 réznych c¢isel, tak rozdiel
niektorych dvoch z nich bude dvojciferné ¢islo zapisané dvoma rovnakymi ciframi.
Dokazte. [Rozdelte éisla na skupiny podla ich zvysku po deleni ¢islom 11.]

N3. Dokéazte, ze zo 111 roznych celych éisel sa vzdy da vybrat jedenast takych, ze ich stcet
je delitelny jedendstimi. [Vyuzite to, ze stcet 11 &isel s rovnakym zvyskom po deleni
¢islom 11 je nasobkom ¢isla 11.]

N4. Ziadne z danych 17 celych &isel nie je delitelné ¢islom 17. Dokazte, ze stéet niekolkych
z tychto &isel je ndsobkom ¢isla 17. [Dané &isla oznadte a, ... ,a17 a uvazujte zvysky
17 stctov s; = a1 +az + ...+ a; (¢4 = 1,2,...,17) po deleni ¢islom 17; ak nie je
ziadny z nich rovny 0, ddvaju dva zo sictov s; < s; ten isty zvySok modulo 17, takze
¢islom 17 je delitelny rozdiel s; — s; pre niektoré ¢ < j.]

N5. Tabulka 6 X 6 je zaplnend c¢islami —1,0,1. S¢itame d&isla v jednotlivych riadkoch,
stIpcoch aj oboch uhloprieckach. Dostaneme 6+6+2 = 14 stétov. Dokazte, e niektoré
dva z nich sa rovnaja. [VSetky sucty lezia v mnozine celych ¢isel z intervalu (—6, 4-6),
ktord ma len 13 prvkov.]

N6. Aky najvicsi pocet krdlov mézeme umiestnit na Sachovnicu 8 x 8, aby sa ziadni dvaja
navzajom neohrozovali? [16. Rozdelte celt Sachovnicu na 16 dielov 2 x 2.]
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N7. Dokéazte, ze ak vyberieme v rovnostrannom trojuholniku so stranou a fubovolne 10 bo-
dov, tak vzdialenost niektorych dvoch vybranych bodov bude nanajvys a/3. [Cely
trojuholnik rozdelte na 9 rovnostrannych trojuholnikov so stranou a/3.]

N8. Desat rodin z jedného domu bolo na dovolenke v zahrani¢i. Kazdé cestovala inde
a poslala domov pohladnice piatim zo zvysnych rodin. Dokazte, Ze niektoré dve rodiny
si poslali pohladnice navzajom. [VSetkych pohladnic bolo 50, réznych dvojprvkovych
mnozin {odosielatel, adresat} je len (10-9) : 2 = 45.]

D1. Z mnoziny {1,2,3,...,99} vyberte ¢o najvicsi pocet ¢isel tak, aby stdet ziadnych
dvoch vybranych éisel nebol ndsobkom jedenéstich. (Vysvetlite, preco zvoleny vyber

[58—C—1-5]

5. Urcte vsetky celé ¢isla n, pre ktoré 2n® —3n? +n+3 je prvocislo. (Jaroslav Svréek)

Riesenie. Ukazeme, ze jedinymi celymi c¢islami, ktoré vyhovuju tlohe, st n = 0 a
n = 1.
Upravme najskor vyraz V = 2n® — 3n? + n + 3 nasledujicim spdsobom:

V=mn>=3n*+2n)+n*—n)+3=mn-2)(n—1)n+n—1)nn+1)+3.

Oba stéiny (n—2)(n—1)n a (n—1)n(n+1) v upravenom vyraze V si delitelné tromi pre
kazdé celé ¢islo n (v oboch pripadoch sa jedna o sti¢in troch po sebe idtcich celych ¢isel),
takze vyraz V je pre vSetky celé ¢isla n delitelny tromi. Hodnota vyrazu V je preto
prvocislom prave vtedy, ked V' = 3, teda prave vtedy, ked stucet oboch spomenutych
sic¢inov je rovny nule:

0=mn—-2)(n—n+(n—nn+1)=nn—-1)[(n-2)+n+1)]=n(n—1)(2n-1)

Posledni podmienku vsak spliiaji iba dve celé ¢isla n, a ton = 0 a n = 1. Tym je
uloha vyrieSena.

Pozndmka. Fakt, ze vyraz V je delitelny tromi pre Tubovolné celé n, mézeme odvodit
aj tak, ze donho postupne dosadime n = 3k, n =3k + 1 a n = 3k + 2, pricom £k je celé
¢islo, rozdelime teda vsetky celé ¢isla n na tri skupiny podla toho, aky dévaja zvySok
po deleni tromi.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. a) Dokéazte, ze pre kazdé prirodzené ¢islo m je rozdiel m® — m? delitelny &islom 60.
b) Uréte vsetky prirodzené éisla m, pre ktoré je rozdiel m8 — m?2 delitelny ¢islom 120.

[C—55-1-1]

N2. Pre ktoré dvojciferné é&isla n je ¢islo n® — n delitelné éislom sto? [C-50-S-3]
D1. Dokézte, ze pre Iubovolné celé &isla n a k vicsie ako 1 je &islo nF1t2 — n* delitelné
dvandstimi. [C-59-11-1]

6. Vnatri pravidelného Sestuholnika ABCDEF s obsahom 30cm? je zvoleny bod M.
Obsahy trojuholnikov ABM a BCM si postupne 3cm? a 2cm?. Urcte obsahy trojuhol-
nikov CDM, DEM, EFM a FAM. (Pavel Leischner)

Riesenie. Uloha je o obsahu siestich trojuholnikov, na ktoré je dany pravidelny Sestu-
holnik rozdeleny spojnicami jeho vrcholov s bodom M (obr. 3). Cely Sestuholnik s da-
nym obsahom, ktory oznacime S, mozno rozdelif na Sest rovnostrannych trojuholnikov
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s obsahom S/6 (obr.4). Ak ozna¢ime r ich stranu, v vzdialenost rovnobeziek AB, CD
a vy vzdialenost bodu M od priamky AB, dostaneme

1 1 1 S

Sam + SEpm = grurt 57”(1) —vp) = 5TV = 3

lebo S/3 je sucet obsahov dvoch vyfarbenych rovnostrannych trojuholnikov. Vdaka
symetrii maju ta istt hodnotu S/3 aj sucty Spon +Serm a Scpav + Sran. Odtial uz
dostavame prvé dva nezname obsahy Sppy = S/3 — Sapy = 7Tem? a Sppy = S/3 —
- SBCM =8 Cm2.

E D E D

Obr. 3 Obr. 4

Ako uréit zvysné dva obsahy Scpar a Span, ked zatial pozndme len ich sucet S/37
Vsimnime si, ze sticet zadanych obsahov trojuholnikov ABM a BC'M ma vyznamnu
hodnotu S/6, ktora je aj obsahom trojuholnika ABC' (to vyplyva opét z obr. 4). Taka
zhoda obsahov znamena prave to, ze bod M lezi na uhlopriecke AC'. Trojuholniky ABM
a BCM tak maji zhodné vysky zo spolo¢ného vrcholu B a to isté plati aj pre vysky
trojuholnikov CDM a FAM z vrcholov F' a D (t.j. bodov, ktoré maji od priamky AC
rovnaku vzdialenost). Pre pomery obsahov tychto dvojic trojuholnikov tak dostavame

Scom  |CM|  Spom 2

Spav |AM|  Sapm 3

V stéte Scpay + Span majicom hodnotu S/3 st teda s¢itance v pomere 2 : 3. Preto
Sepy =4cm? a Spay = 6cm?.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. V danom rovnobezniku ABCD je bod E stred strany BC a bod F lezi vnutri
strany AB. Obsah trojuholnika AFD je 15cm? a obsah trojuholnika FBE je 14cm?.
Uréte obsah Stvoruholnika FFECD. [67-C—S-2]

N2. V ostrouhlom trojuholniku ABC ozna¢me D pétu vysky z vrcholu C a P, () zodpo-
vedajuce péty kolmic vedenych bodom D na strany AC a BC. Obsahy trojuholnikov
ADP, DCP, DBQ, CDQ oznaCme postupne S1, S2, S3, S4. Vypocitajte Sy : S3, ak
S1:52=2:3aS53:54=3:8. [65—-C-I-5]

D1. Zékladna AB lichobeznika ABCD je trikrat dlh$ia ako zdkladna C'D. Oznac¢me M
stred strany AB a P priese¢nik tsecky DM s uhloprieckou AC. Vypocitajte pomer
obsahov trojuholnika CDP a stvoruholnika M BCP. [65—C—I1-1]
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