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62. ro¢nik Matematickej olympiady
2012/2013 Riesenia uloh doméceho kola kategorie Z9

1. Na tabuli bolo napisané trojciferné prirodzené cislo. Pripisali sme k nemu vsetky
dalsie trojciferné éisla, ktoré mozZno ziskat zmenou poradia jeho cifier. Na tabuli tak
boli okrem povodného cisla este tri nové. Sucet najmensich dvoch zo vsetkych styroch
cisel je 1088. Aké€ cifry obsahuje povodné ¢islo? (L. Hozova)

Napad. Zistite, ¢i povodné ¢islo obsahuje nulu a ¢i sa v niom opakuju cifry.

Riesenie. Oznac¢me pouzité cifry a, b, c. Zo zadania je zrejmé, ze cifry sa v trojcifernom
Cisle neopakuju, t.j. a, b a ¢ st navzajom rozne. Keby totiz niektoré dve cifry boli
rovnaké, zmenou ich poradia by sme dokopy dostali nanajvys tri rozne cisla: ak by
napr. a = b # c¢ a vSetky cifry boli nenulové, tak uvedené ¢isla by boli

aac, aca, caq.

Podobne mo6zeme usudit, Ze medzi pouZitymi ciframi musi byt 0. Keby totiz a, b
a ¢ boli navzajom rozne a nenulové cifry, zmenou ich poradia by sme dostali prave Sest
roznych cisel:
abc, ach, bac, bca, cab, cba.

Pouzité cifry st teda navzajom rézne a obsahuji nulu; bez akejkolvek ujmy na
vSeobecnosti mézeme predpokladat, ze a = 0 a b < ¢. Zmenou poradia takych cifier
dostaneme prave nasledujice Styri ¢isla (piSeme ich usporiadané od najmensieho):

b0c, bcO, c0b, cbO.

Zvysok ulohy riesime ako algebrogram:

b0c
bcO

1088

Zo suctu jednotiek ¢ + 0 = 8 vyplyva, ze ¢ = 8 (to sthlasi aj so stlpcom desiatok:
0+ ¢ = 8). Zo suctu stoviek b+ b = 10 vyplyva, ze b = 5. Pévodné trojciferné ¢islo musi
obsahovat cifry 0, 5 a 8.

2. Trojuholnik md dve strany, ktorych dizky sa lisia o 12 cm, a dve strany, ktorjch dizky
sa lisia 0 15 cm. Obvod tohto trojuholnika je 75 cm. Urcte dizky jeho strdn. Ndjdite vietky
moZnosti. (L. Simiinek)

Napad. Dlzku jednej strany oznaéte ako nezndmu a pomocou nej potom vyjadrite
dlzky ostatngch stran. Uvedomte si, kolko moznosti je potrebné rozobrat.

RieSenie. Dizky dvoch stran, ktoré sa lisia o 12 cm, oznaéime s a s + 12. Tretia strana
sa od niektorej z tychto dvoch lisi o 15 cm. Nie je zadané, od ktorej z nich a ¢i je o 15 cm
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dlzky stran trojuholnika
1. moZnost s 5412 5415
2. moznost s s+ 12 s—15
3. moznost s 5412 s+ 12+ 15
4. moznost s 5412 s+12—-15

Obvod trojuholnika méa byt 75cm. Odtial pre kazdi moZnost zostavime rovnicu
a z nej vypocitame prislusné s. Na ukazku uvaddzame iba vypocet zodpovedajuci

1. moZnosti:
s+ (s+12) 4+ (s + 15) = 75,

35+ 27 =175,
3s = 48,
s = 16.

Vysledné s potom dosadime do tabulky:

dlzky stran trojuholnika
1. moZnost 16 28 31
2. moznost 26 38 11
3. moznost 12 24 39
4. moznost 22 34 19

Aby vypocitané hodnoty skuto¢ne zodpovedali stranam nejakého trojuholnika,
musia platit trojuholnikové nerovnosti. Preto eSte skontrolujeme, ¢i najvicsie ¢islo
v kazdom riadku je mensie ako sucet zvysnych dvoch. Tato nerovnost plati iba pri
1. a 4. moznosti. Uloha m4 teda dve rieSenia: dizky stran trojuholnika mézu byt 16 cm,
28 cm a 31 cm, alebo 19cm, 22cm a 34 cm.

3. Pri horskej chate ndam tréner povedal: Ak pojdeme dalej tymto pohodinym tempom
4 km za hodinu, prideme na stanicu 45 minut po odchode ndasho vlaku.“ Potom ukdzal
na skupinu, ktord nas prave minala: ,/TT maju lepsiv obuv, a tak dosahuji priemerni
rychlost 6 km za hodinu. Na stanici budi uz pol hodiny pred odchodom ndsho vlaku.“
Ako daleko bola stanica od horskej chaty? (M. Volfova)

Napad. Pripomeiite si vztahy medzi priemernou rychlostou, celkovou vzdialenostou
a potrebnym casom.

Riesenie. Cas od okamihu, ked nés tréner motivoval pri horskej chate, do odchodu
vlaku oznaéme ¢ (v hodinach). Dizku trasy z chaty na stanicu ozna¢me s (v km).

Pri pohodlnom tempe by sme isli 7 hodin a prisli by sme tri stvrte hodiny po
odchode vlaku; plati teda



Chddza v lepsej obuvi trva g hodin, ¢o je o pol hodiny menej ako ¢; plati teda

S _ s 1
6 2
Z oboch rovnic vyjadrime t¢:
‘= S 3 ‘= S n 1
4 4 76 2
a tak dostaneme novu rovnicu:
s 3 S8 n 1
4 4 6 2
Jej tpravami ziskame dfzku trasy s:
3s —9=2s+6,
s = 15.

Trasa z chaty na stanicu bola dlhéa 15 km.

Poznamka. K vysledku mozeme dospief aj nasledovne. Z prvych dvoch vyssie zostave-
nych rovnic vyjadrime s:

s=4t+3, s=6t—3,

a tak dostaneme novu rovnicu
4t + 3 = 6t — 3,

odkial lahko vyjadrime ¢ = 3. Spatnym dosadenim dostaneme

s=124+3 =18 -3 =15.

4. Do kruznice s polomerom 5cm je vpisany pravidelny osemuholnik ABCDEFGH.
Zostrogte trojuholnik ABX tak, aby bod D bol ortocentrom (priesecnikom vysok) troj-
uholnika ABX . (M. Mach)

Napad. Pre zaciatok nepracujte s osemuholnikom: skonstruujte ortocentrum D vo
vSeobecnom trojuholniku ABX a snazte sa zrekonstruovat X, ked poznate A, B a D.

Riesenie. Aby sme si uvedomili suvislosti, uvazujeme najskor vSeobecny trojuholnik
ABX a zostrojime jeho ortocentrum D. Na obr.1 je naznacené riesenie pre tupouhly
trojuholnik, v tomto pripade lezi ortocentrum zvonka trojuholnika. (VSimnite si, zZe
pri ostrouhlom trojuholniku by ortocentrum bolo vnutri a pri pravouhlom by splyvalo
s vrcholom, pri ktorom je pravy uhol.)



Obr. 1

Teraz rozoberieme, ako zostrojit trojuholnik ABX, ak je dana jeho strana AB
a ortocentrum D. Z uvodnej diskusia vieme, ze ak D lezi na priamke AB, tak D =
= A alebo D = B a vrchol X v tomto pripade nemozno uréit jednoznacne. Preto
predpokladame, ze body A, B a D st vo vSeobecnej polohe, t.j. nelezia na jednej
priamke.

Vrchol X je spoloénym bodom priamok obsahujicich strany a, b a vysku v,; ked
zostrojime aspon dve z tychto troch priamok, bude X dany ako ich priese¢nik. Vyska v,
lezi na priamke, ktora je kolmé na AB a prechadza bodom D. Zvysné dve vysky
v budiicom trojuholniku lezia na priamkach AD, prip. BD. Priamka urcena stranou a
je kolmé na AD a prechadza bodom B (podobne strana b je kolma na BD a prechadza
cez A). Odtial vyplyva nasledujica mozna konstrukcia trojuholnika ABX, ked je dané
jeho strana AB a ortocentrum D:

1. zostrojit priamku, ktora je kolméa na AB a prechadza bodom D,
2. zostrojit priamku, ktora je kolma na AD a prechadza bodom B,
3. oznacit X prieseénik priamok z predoslych dvoch krokov,

4. narysovat trojuholnik ABX.

(Namiesto 1. alebo 2. kroku konstrukcie mozno tiez uvazovat priamku, ktord je kolma
na BD a prechddza bodom A.)

Teraz rozoberieme, ako vyzerd predchadzajuca konstrukcia bodu X pre trojicu
A, B a D v takej Specidlnej polohe, ktora je opisana v zadani pomocou pravidelného
osemuholnika.

1. Kolmicou na priamku AB prechadzajicou bodom D je prave priamka CD.
(Ozna¢me P priesecnik priamok AB a C'D. V trojuholniku BC'P maji vnutorné
uhly pri vrcholoch B a C velkost 45°, pretoze sa jedné o vonkajsie uhly pravidelného
osemuholnika. Uhol pri vrchole P je preto pravy.)

2. Kolmicou na priamku AD prechadzajicou bodom B je préave priamka BG. (Po-
dobne ako vysSie mozeme ukazat, ze priamky AH a BC st kolmé. Uhlopriecka BG
je rovnobezna s AH, podobne AD je rovnobezna s BC, takze priamky AD a BG
su tiez kolmé.)

3. Bod X je priese¢nikom priamok C'D a BG.

4. Vysledny trojuholnik je zvyrazneny na obr. 2.
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Obr. 2

Poznamka. Vsimnite si, ze vyssie opisana konstrukcia je prave konstrukcia ortocentra
trojuholnika ABD. Plati teda, ze ak je bod D ortocentrom (vSeobecného) trojuholnika
ABX, tak bod X je ortocentrom trojuholnika ABD. (Podobne bod B je ortocentrom
trojuholnika ADX a bod A je ortocentrom trojuholnika BDX.)

5. Do kazZdého policka schémy na obr.3 mdme zapisat Stvorciferné prirodzené ¢éislo
tak, aby vsetky naznacené viypoctové operdcie boli spravne. Kolkymi roznymi sposobmi
mozno schému vyplnit? (L. Simiinek)

) O] ?i»z

E T
R .

Napad. Cislo v nejakom poli¢ku oznac¢te ako nezndmu a pomocou nej vypliite celi
schému.

RieSenie. Cislo v prvom poli¢ku oznac¢ime nezndmou a a pomocou nej vyjadrime ¢isla
vo vSetkych ostatnych polickach ako na obr. 4 (zlomky uvddzame v zdkladnom tvare).
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Obr. 4

Aby vsetky zapisané vyrazy predstavovali celé ¢isla, musi byt nezndma a delitelné
vSetkymi uvedenymi menovatelmi. Najmensim spoloénym nésobkom menovatelov 3, 9,
27 a 6 je ¢islo 54. Neznadma a tak musi byt ndsobkom ¢isla 54.

Dalej zohladnime podmienku, ze vetky zapisané ¢isla maju byt stvorciferné. Naj-
mensim zapisanym c¢islom je 1—(;a a najvacsim je %a. Preto musi platit:

o é—ga > 1000, po tprave a = 2700,
e 2a <9999, po tprave a < 37493,

Urcime pocet nasobkov ¢isla 54 v intervale od 2700 po 3 749. Najmensim z nich je
hned 2 700 a dalej ich je este 19, pretoze (3 749—2700) : 54 = 19 (zvysSok 23). Do prvého
policka mozeme teda doplnit celkom 20 roznych ¢isel, ¢ize schému mozeme vyplnit 20
sposobmi.

6. Dany je pravouhly lichobeznik ABCD s pravym uhlom pri vrchole B a s rovnobezZnymi
stranami AB a CD. Uhlopriecky lichobeZnika si na seba kolmé a maji dizky |AC| =
= 12cm, |BD| = 9cm. Vypocitajte obvod a obsah tohto lichobeznika. (M. Krejcova)

Napad. Obsah tohto lichobeznika je rovnaky ako obsah vhodného pravouhlého troj-
uholnika. Najskor najdite taky trojuholnik, potom uréte dizky stran lichobeznika a jeho
obvod.

Riesenie. Bodom C vedieme rovnobezku s uhloprieckou BD a jej priesecnik s priamkou
AB ozna¢ime B’ (obr.5). Kedze priamky AB a CD su tiez rovnobezné, je BB'C'D
kosodlznik a plati |B'C| = |BD| = 9cm a |B'B| = |CD|.

D C

A P B B’
Obr.5
Zmysel tejto konstrukcie spoéiva v pozorovani, ze trojuholniky ACD a CB’B maju
rovnaky obsah (strany C'D a B’ B st zhodné a vysky oboch trojuholnikov na tieto strany

st rovnaké). Preto je obsah lichobeznika ABC D rovnaky ako obsah trojuholnika AB'C'
a tento vieme lahko urcit: Z konstrukcie vyplyva, Ze trojuholnik AB’C' je pravouhly, a zo
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zadania pozname obe jeho odvesny |AC| = 12cm a |B’C| = 9cm. Obsah trojuholnika
AB'C, teda aj zadaného lichobeznika, je rovny

1
525-12-9:54(cm2).

Aby sme uréili obvod lichobeznika, potrebujeme poznat dizky vsetkych jeho stran.
a) Strana BC' je vyskou na stranu AB’ v préave spomenutom trojuholniku. Z Py-
tagorovej vety spocitame dlzku prepony v trojuholniku AB'C":

|AB'| = v/122 + 92 = 15 (cm).

Zo znalosti obsahu tohto trojuholnika uréime jeho vysku |BC/|:

1
515+ BC| = 54,
|BC| = 7,2 (cm).

b) V pravouhlom trojuholniku ABC pozname jeho preponu a teraz aj jednu
odvesnu; pomocou Pytagorovej vety uréime dlzku druhej odvesny:

|AB| = /122 — 7,22 = 9,6 (cm).

c¢) Zrejme plati |AB’| = |AB| + |BB’| a |BB’| = |CD|, odkial Tahko vyjadrime
dlzku strany CD:

(CD| = |AB'| — |AB| =15 — 9,6 = 5,4 (cm).

d) Stranu AD mézeme vidiet ako preponu v pravouhlom trojuholniku AP D, pri¢om
P je pita kolmice z bodu D na stranu AB. DIzky odvesien v tomto trojuholniku si
|PD| = |BC|=72cma |AP| =|AB|—|CD| =9,6—5,4 = 4,2 (cm). Podla Pytagorovej
vety spoc¢itame aj dlzku prepony:

|AD| = /7,22 + 4,22 = 8,3 (cm).
Obvod zadaného lichobeznika je teda priblizne rovny

o= |AB|+ |BC|+|CD|+ |DA| = 9,6 + 7,2+ 5,4+ 8,3 = 30,5 (cm).

Pozndmka. Pre zaujimavost a kontrolu uvadzame eSte vypocet obsahu lichobeznika
pomocou zvycajného vzorca:

1 1
S = 5(;AB| +|CDJ) - |BC| = §(9,6 +5,4) - 7,2 = 54 (cm?).

Vsimnite si, Ze tivahy v tivode nasho rieSenia platnost tohto vzorca vlastne zdévodiuju.

Vztah pre vypocet obsahu zadaného lichobeznika sa d4 odvodit aj pomocou obr. 6.
Na fiom je ¢iarkovane znazorneny obdlznik, ktorého kazda strana prechadza niektorym
vrcholom lichobeznika a je rovnobezna s niektorou jeho uhloprie¢kou. Obsah obdlznika
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je rovny stcinu |[AC|-|BD|. Obsah lichobeZnika je evidentne polovi¢ny, teda S = | AC!-

-|BD.
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