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55.ro¢nik Matematickej olympiady Zadania uloh IMO

(SutaZ sa konala 11. -17.7. 2006.)

1. Nech I je stred kruznice vpisanej do trojuholnika ABC'. Bod P z vnutra trojuholnika
splia
|{PBA|+ |{PCA| =|£PBC|+ |£PCB].

Dokéazte, ze |AP| = |AI|, pricom rovnost nastane prave vtedy, ked P = I.
(Juzna Kdrea)

2. Nech P je pravidelny 2006-uholnik. Jeho uhlopriecka sa nazyva dobrd, ak jej koncové
body rozdeluju hranicu mnohouholnika P na dve ¢asti, z ktorych kazdé pozostava
z neparneho poctu stran. Strany mnohouholnika P sa tiez povazuju za dobré. Predpo-
kladajme, ze P je rozdeleny na trojuholniky 2003 uhloprieckami, z ktorych ziadne dve
nemaju spolo¢ny bod vo vnutri P. N4jdite maximalny mozny pocet rovnoramennych
trojuholnikov, ktoré maju dve dobré strany. (Srbsko a Cierna Hora)

3. Urc¢te najmensie realne ¢islo M tak, aby nerovnost
lab(a® — b?) + be(b? — ) + ca(c® — a®)| £ M(a® + b* + 2)?
platila pre vSetky reélne ¢isla a, b, c. (Irsko)
4. Urcte vSetky dvojice (z,y) celych ¢isel takych, ze
1+ 21‘ +22I+1 — y2.
(USA)
5. Nech P(x) je polyném stuptia n > 1 s celoéiselnymi koeficientmi a nech k je kladné
celé ¢islo. Uvazujme polyném Q(x) = P(P(...P(P(x))...)), kde P sa vyskytuje k-
krat. Dokazte, ze existuje najviac n celych ¢isel ¢ takych, ze Q(t) = t. (Rumunsko)
6. Kazdej strane b konvexného mnohouholnika P priradime maximéalny obsah trojuhol-
nika, ktorého jedna strana je b a ktory je obsiahnuty v P. Dokézte, ze stucet obsahov

priradenych vsetkym strandm mnohouholnika P je aspon dvojnasobkom obsahu mno-
houholnika P. (Srbsko a Cierna Hora)



