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62. ro¢nik Matematickej olympiady
2012/2013 Riesenia tloh obvodného kola kategorie Z9

Informaéacia pre obvodnu komisiu MO:

Pri kazdej tlohe sa za akékolvek tplné rieSenie prideluje 6 bodov. Ak ziak riesi tlohu
postupom, ktory sa odlisuje od vsetkych tu uvedenych rieSeni, ale tilohu nevyriesi uplne,
bodovacia schéma sa zvoli tak, aby co najlepsie korespondovala s navrhom hodnotenia tu
uvedenym. Uspesnym riesitelom je ten ziak, ktory ziska 12 alebo viac bodov.

Prosime o zaslanie opravenych rieseni obvodnych kél aj s vysledkovou listinou predsedom
KKMO alebo nimi poverenej osobe do 20. februara.

Upozortiujeme tieZ na moznost zverejnit vysledkovu listinu obvodného kola na oficidlnej
stranke Slovenskej komisie MO: skmo . sk. Staci poslat vysledkovi listinu e-mailom na adresu
skmo@skmo.sk v takom formdte, v akom si ju zeldte zverejnit na internete. Na stranke
skmo . sk/dokument . php?id=429 ndjdete Sablénu vo forméte Excelovskej tabulky, ktorti mo-
Zete pri priprave vysledkovych listin pouzit. Nie je to vSak povinny forméat, mézete pouzit
aj vlastny. Prosime len, aby ste dodrzali oznacenie poradia podla nasledovného prikladu:
Ak préve 5 ziakov dosiahne viac bodov ako ziak X.Y. a prave traja ziaci (vratane X.Y.)
dosiahnu rovnako vela bodov ako X.Y., tak ziakovi X.Y. patri v poradi 6. — 8. miesto,
pripadne skratene len 6. miesto. Analogickym postupom sa urcuje umiestnenie vsSetkych
ziakov.

1. Do triedy chodi 33 Ziakov. Pred Vianocami boli s hdjnikom v lese plnit krmidld.
Dievcata si rozobrali baliky sena. Chlapci sa rozdelili na dve skupiny: ti z prvej skupiny
vzali kazdy 4 vreckd mrkvy a 3 vreckd orechov (teda kaZdy z mich vzal 7 vreciek) a ti
z druhej skupiny vzali kazdsj jedno vrecko jablk a jedno vrecko orechov (teda kazdy z nich
vzal 2 wvreckd). Pomer poctu dievéat, chlapcov z prvej skupiny a chlapcov z druhej
skupiny bol rovnaky ako pomer celkového poctu vreciek orechov, jablk a mrkvy. Kolko
bolo v triede dievéat, kolko chlapcov mieslo vreckd s mrkvou a kolko ich mieslo vreckd
s jablkami? (Martin Mach)

Riesenie. Oznacme pismenom d pocet dievcat, pismenom x pocet chlapcov s mrkvou
a pismenom y pocet chlapcov s jablkami. Potom pocet vreciek orechov je 3z + y, pocet
vreciek jablk je y a pocet vreciek mrkvy je 4. Rovnost medzi pomermi poétov zo
zadania je

d:x:y=Bz+y):y:4z.

Odtial mézeme vyjadrit pomer medzi = a y:

z Y

b
422 :yQ,
2x =y,

pricom si uvedomujeme, ze vSetky nezndme s kladné ¢isla. Dosadenim do tivodnej
rovnosti dostavame

d:x:y=5r:2x:4x=5:2:4.
Zo zadania dalej vieme, ze d + x +y = 33. Prave zisteny pomer sa teda snazime rozsirit
tak, aby jeho ¢leny davali stcet 33:

d:x:y=15:6:12.

V triede je 15 dievcat, 6 chlapcov nieslo vrecka s mrkvou a 12 chlapcov nieslo vrecka
s jablkami.

Navrh hodnotenia. 2 body za zistenie pomeru poctu chlapcov s mrkvou a chlapcov s jablkami; 2 body za
ziskanie pomeru poc¢tu dievcat, chlapcov s mrkvou a chlapcov s jablkami; 2 body za spravnu odpoved.


http://skmo.sk
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2. Na disti tabulu sme Zltou kriedou napisali trojciferné prirodzené déislo tvorené
navzdjom roznymi nenulovymi ciframi. Potom sme na tabulu bielou kriedou vypisali
vietky dalsie trojciferné cisla, ktoré mozno ziskat zmenou poradia cifier Zltého cisla.
Aritmeticky priemer vsetkych cisel na tabuli bol 370. KazZdé cislo mensie ako Zlté sme
podciarkli. Podciarknutée cisla boli prave tri a ich aritmeticky priemer bol 205. Urcte
Até éislo. (Libor Simtinek)

Riesenie. Cifry hladaného ¢isla oznacime a, b, ¢, pricom budeme predpokladat, Ze
0<a<b<e (1)

Cisla na tabuli, zoradené od najmensieho po najvicsie, potom st

abc, ach, bac, bca, cab, cba.
Aritmeticky priemer prvych troch z nich je 205, teda plati
(100a + 10b + ¢) + (100a + 10c + b) + (100b 4 10a + ¢) = 3 - 205,

po Uprave
210a + 111b + 12¢ = 615. (2)

Podobne zostavime rovnicu na zaklade znalosti aritmetického priemeru vsetkych cisel:
222a + 222b + 222c¢ = 6 - 370,
po uprave

222 (a + b+ c) = 2220,
a+ b+ c=10. (3)

Z odvodenych vztahov (1), (2) a (3) sme teraz schopni uréit jednoznacne cifry a,
b a c: Pre a 2 3 by bola hodnota na Tavej strane rovnice (2) prili§ velkd a tato rovnost
by nemohla platif. Pre a = 2 by vzhladom na podmienku (1) muselo byt b = 3 a aj
v takom pripade by bola hodnota na lavej strane rovnice (2) prili§ velka. Preto a = 1.
Dosadenim do rovnic (2) a (3) a ich upravou ziskame sustavu

1116 + 12¢ = 405,
b+c=9,

ktorad mé jediné riesenie b = 3, ¢ = 6. ZIté ¢islo, nami zapisané ako bca, je teda 361.

Ndvrh hodnotenia. 2 body za zistenie, ze ciferny stadet je 10; 2 body za vztah 210a + 111b + 12¢ = 615
alebo jeho obdobu; 1 bod za uréenie cifier hladaného cisla; 1 bod za hladané &islo.



3. Vyznacme vo vseobecnom trojuholniku ABC nasledujice body podla obr. 1. Body A;
a By su stredy stran BC a AC, body C1, Cs a C3 delia stranu AB na $tyri rovnaké
casti. Spojime body A1 a By s bodmi Cy a Cs, takzZe vznikne masla ohraniéend tymito
spojnicami. Aki ¢ast obsahu celého trojuholnika masla zabera? (Martin Mach)

A 4 Co Cs B
Obr. 1

Riesenie. Ukazeme, ze stvoruholnik C7C3A4;B; mé poloviény obsah ako trojuholnik
ABC a masla zabera prave polovicu tohto $tvoruholnika. Odtial vyplyva, Ze masla
zabera stvrtinu obsahu celého trojuholnika.

Oznaéme c dlzku strany AB a v velkost viky trojuholnika ABC na ttto stranu.
Pri tomto oznaceni je obsah trojuholnika rovny

SABC’ = 56?}.

Usecka B;A; je stredné priecka trojuholnika ABC, je teda rovnobezné so stra-
nou AB a mé polovi¢na velkost. Body C7, Cs a Cs3 delia stranu AB na $tyri rov-
naké diely, preto je tsecka C1C3 polovicou strany AB, méa teda rovnaka velkost ako
usecka By A;. Kedze tsecky By A; a C1C3 st rovnobezné a rovnako dlhé, je Stvoruholnik
C1C3A1B; rovnobeznikom. Velkost vysky rovnobeznika na stranu C;C3 zodpovedd
vzdialenosti strany AB a strednej priecky By A1, ¢o je prave polovica vysky v. Obsah
rovnobeznika je preto rovny
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Uhlopriecky v rovnobezniku C;C3A;B; ho rozdeluju na $tyri trojuholniky, ktoré
maji rovnaky obsah. Tento fakt staci zdovodnit pre lubovolné dva susedné trojuholniky:
Uhlopriec¢ky rovnobeznika sa navzajom rozpoluju, odkial vyplyva |SCy| = |SA;]|, pri-
¢om S oznacuje priese¢nik uhlopriecok. Dalej v¥ska trojuholnika SC; B; na stranu SC;
je rovnaka ako vyska trojuholnika SBj A; na stranu SA;. Odtial vyplyva, Ze trojuhol-
niky SC1B; a SB1A; maja rovnaky obsah. Rovnakym sposobom mozno zdovodnit, Ze
vSetky trojuholniky SCt1B;, SB1A;, SA1C3 a SC3C7 maju rovnaky obsah.

Odtial teda vyplyva, ze

1

Smaél’a = §SC103A1BU
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¢o spolu s predchadzajicou rovnostou dokazuje, ze masla zaberd $tvrtinu obsahu troj-
uholnika ABC.

Ndvrh hodnotenia. 2 body za zdovodnenie, ze C1C3A1B1 je rovnobeznik a vyjadrenie jeho obsahu;
2 body za zddvodnenie, ze uhlopriecky tento rovnobeznik rozdeluju na $tyri trojuholniky s rovnakym
obsahom; 2 body za dopocitanie tlohy a spravny vysledok.

Pozndmka. Pri rieseni tlohy moZno samozrejme vyuzit rozne iné poznatky, ktoré tu nerozvadzame.
Napr. nesusedné dvojice trojuholnikov v rovnobezniku C;C3A; B; st vlastne zhodné, pritom je lahké
vyjadrit vysku a obsah trojuholnika SC3C7 vzhladom na trojuholnik ABC' atd. Ulohu je mo#né riesit
aj bez pomocnej ivahy s rovnobeznikom. V kazdom pripade prispésobte hodnotenie tak, aby 4 body
zodpovedali zdé6vodneniu jednotlivych postrehov a 2 body vyjadreniu vysledku.

4. Ndajdite vsetky sedemciferné cisla, ktoré obsahuju kazdi z cifier 0 aZ 6 prdve raz a pre
ktoré plati, Ze ich prvé aj posledné dvojéislie je delitelné 2, prvé aj posledné trojéislie
je delitelné 3, prvé aj posledné Stvorcislie je delitelné 4, prvé aj posledné pitcislie je
delitelné 5 a prvé aj posledné Sestéislie je delitelné 6. (Martin Mach)

RiesSenie. Posledna cifra musi byt parna, pretoze posledné dvojéislie je delitelné dvoma.
Aby posledné pétéislie bolo delitelné piatimi, musi byt posledné cifra 0 alebo 5. Z nich
parna je 0. Prvé piitéislie je tiez delitelné piatimi, pre piate miesto ostava cifra 5. Zatial
mame c¢islo urcené takto:

* kkx Hx0,

Posledné trojcislie je delitelné tromi, preto jeho ciferny siucet musi byt delitelny tromi.
Na predposlednt poziciu tak mozeme doplnit 4 alebo 1. Aby posledné $tvoréislie bolo
delitelné $tyrmi, musi byt posledné dvojéislie delitelné Styrmi. Na predposlednom mieste
tak moze byt 4, nie vSak 1. Teraz mame ¢islo uréené takto:

* % % x H40.

KedZe prvé dvojcislie je delitelné dvoma a prvé Stvorcislie je delitelné Styrmi, st
cifry na druhej a stvrtej pozicii parne. Preto na prvej a tretej pozicii budu cifry neparne.
Zo znalosti, Ze posledné Sestéislie je delitelné Siestimi, odvodime prvu cifru. Cislo je
delitelné Siestimi prave vtedy, ked je sti¢asne delitelné dvoma aj tromi. Na prvom mieste
musi byt cifra zvolenéa tak, aby ciferny stucet zvysku ¢isla bol delitelny tromi. Sticet cifier
0 az 6 je 21, takZe na prvom mieste mozu byt cifry 3 a 6, z ktorych neparna je cifra 3.
Na tretej pozicii musi byt zvysna neparna cifra, ¢ize 1. Cislo sme doposial uréili takto:

3 x 1 x 540.

Ostéva doplnif cifry 2 a 6. Aby prvé troj¢islie bolo delitelné tromi, dame cifru 2
na druhi poziciu. Hladané ¢islo moze byt jedine

3216 540.

Na zaver musime overit, Ze sme na ziadnu poziadavku zo zadania nezabudli. Ostéava
teda overit, ze prvé Stvorcislie je delitelné Styrmi a prvé Sestcislie je delitelné Siestimi.
To je splnené, takze hladané ¢islo je 3216 540.

Navrh hodnotenia. Po 1 bode za spravne urcenie a zdévodnenie pozicie piatich cifier; 1 bod za vysledné
¢islo. Ndjdenie ¢isla bez zdovodnenia jednotlivych krokov ohodnotte 2 bodmi.
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