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1. Dokazte, Ze Ziadna z rovnic
327 £ 6Y =2013, 3% —6Y| = 2013

nemd riesenie v obore celych kladnych cisel. (Jaroslav Svréek)

Riesenie. Pre y = 1 dostaneme z prvej rovnice 32 = 2013 — 6 = 32-223, ¢o je rovnica,
ktora nema v obore kladnych celych cisel riesenie, lebo 223 nie je mocninou troch.

Navyse pre y = 1 plati 32 > 9 > 6 pre Iubovolné kladné celé é&islo z, takze tipravou
druhej rovnice dostdvame 3%* = 201346 = 3-673. Z podobného dévodu ani tato rovnica
nema riesenie v obore kladnych celych cisel.

Dalej predpokladajme, ze y 2> 2. Pre kazdé kladné celé é&islo z je ako 3%7, tak aj 6Y
delitelné deviatimi. Vyrazy na lavych strandch oboch rovnic st teda delitelné deviatimi,
avSak 2013 deviatimi delitelné nie je. Preto ani v tomto pripade nemé Ziadna z oboch
rovnic rieSenie v obore kladnych celych ¢isel.

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov, z toho za dokaz neexistencie riesSenia pri kazdej z rovnic 3 body. Pri
nedplnom rieseni ohodnotte dékaz neexistencie riesenia pre y = 2 v jednej rovnici 1 bodom, dokaz
neexistencie riesenia pre y = 1 v jednej rovnici tiez 1 bodom.

2. Do policok stvoréekovej mriezky 11x11 sme postupne zlava doprava a zhora nadol

zapisali ¢isla 1,2,...,121. Stvorcovou doskou 3x3 sme vietkymi mozZnymi sposobmi
zakryli presne devit policok. V kolkych pripadoch bol sucet deviatich zakrytych cisel
druhou mocninou celého cisla? (Vojtech Balint)

Riesenie. Oznacme n cislo pokryté strednym polickom Stvorcovej dosky. Potom prvy
riadok tejto dosky pokryva ¢isla n — 12, n — 11, n — 10, jej druhy riadok pokryva cisla
n—1,nan-+1 a treti riadok pokryva ¢isla n + 10, n + 11 a n 4+ 12. Sacet vsetkych
¢isel pokrytych doskou tak je 9n.

Sucet ¢isel pokrytych stvorcovou doskou bude druhou mocninou celého ¢isla prave
vtedy, ked jej stred pokryje ¢islo n, ktoré je samo druhou mocninou celého ¢isla. Medzi
¢islami 1,2, ... ,121 majua tato vlastnost iba ¢isla z mnoziny {1, 4,9, 16, 25, 36, 49, 64, 81,
100, 121}, z nich ale é&isla 1, 4, 9, 100 a 121 lezia v krajnom riadku alebo krajnom stipci
mriezky 11x11, a nemozu tak byt pokryté strednym polickom Stvorcovej dosky 3x3.

Zo vsetkych moznych pokryti mriezky mé pozadovani vlastnost 6 pokryti, ked
stred dosky pokryva niektoré z cisel 16, 25, 36, 49, 64 a 81.

Za tuplné riesenie dajte 6 bodov, z toho za vyjadrenie stictu ¢isel pod Stvorcovou doskou v zavislosti od
niektorého (pokrytého) policka dajte nanajvys 2 body, za spravnu diskusiu, kedy je tento sticet druhou
mocninou celého ¢isla, dajte nanajvys dalSie 2 body. Za néjdenie aspon troch vyhovujucich pokryti
mriezky dajte jeden bod, ak riesitel zle uvedie niektorti polohu dosky, strhnite 1 bod, ak zle uvedie
aspon tri polohy dosky, strhnite 2 body.



3. Uvazugyme dve kruznice so stredmi S1 a S také, Ze ich spolocéné vnutorné dotycnice
pretinaju ich spolocéné vonkajsie dotycnice v Styroch bodoch. Dokdzte, Ze tieto Styri
priesecniky leZia na Tdlesovej kruznici nad priemerom S1.53. (Tomas Jurik)

Riesenie. Oznacme kq kruznicu so stredom S a ks kruznicu so stredom Ss. Priesecniky
vnutornych a vonkajsich doty¢nic ozna¢me K, L, M, N (obr.1).

Obr. 1

Pri uvedenom oznaceni st priamky KL a KM doty¢nicami ako kruznice ki, tak
aj kruznice ks, takze polpriamky KS; a KS3 st osami dvoch susednych uhlov so
spolo¢nym ramenom K M. Velkost uhla S7;K S5 je teda % - 180° = 90°, a preto bod K
lezi na Talesovej kruznici nad priemerom S7.55.

Podobnym sposobom ukézeme, Ze na tejto kruznici lezia aj body L, M a N. Tym
je tvrdenie tlohy dokazané.

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov. Z toho za konstatovanie, ze KS1 je osou uhla s ramenami na priamkach
KL a KM, dajte 1 bod, za podobné zistenie pre KSs dajte 1 bod. Tieto body dajte aj v pripade,
ze namiesto bodu K bude uvedeny niektory z bodov L, M, N. Pozor, tato bodovacia schéma nie je
aditivna, t. j. v pripade rovnakého pozorovania pre viacej bodov K, L, M, N zan dajte nanajvys 2 body.
Za zistenie, ze uhol S1 K .S2 (alebo iny zodpovedajici uhol) je pravy, dajte 3 body. Za dokonéenie dékazu
dajte 1 bod.

Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov.

Ucitelia posli opravené riesenia sSkolskych kol predsedom KK MO alebo nimi poverenej
osobe do 15. februara.
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