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62. roénik Matematickej olympiady
2012/2013 Riesenia uloh skolského kola kategdrie C

1. Danému rovnostrannemu trojuholniku vpisme a opisme kruznicu. Oznacme S obsah
vzniknutého medzikruZia a T obsah kruhu, ktorého priemer je zhodny s dlZkou strany

daného trojuholnika. Ktory z obsahov S, T je vic¢si? Svoju odpoved zdovodnite.
(Leo Bocek)

Riesenie. Ukazeme, ze sa oba obsahy rovnaji. Oznac¢me A, B, C vrcholy daného
trojuholnika a r a R zodpovedajiice polomery jeho vpisanej a opisanej kruznice; dlzku
jeho strany ozna¢me a. Obe uvedené kruznice majua spolo¢ny stred S. Oznacme este P
bod dotyku vpisanej kruznice so stranou AB. Kedze trojuholnik ABC je rovnostranny,
je P zaroven stredom strany AB. Pouzitim Pytagorovej vety v pravouhlom trojuholniku
PSB dostavame

¢o je ekvivalentné s dokazovanym tvrdenim S = 7(R? —7?) =7 (%a)2 =T.

Pozndmka. Rovnostranny trojuholnik so stranou a mé vysku velkosti v = %a\/g, takze
skiimané polomery si R = %v (= %a\/g) ar= %v (= %a\/g), a preto

Za uplné riesenie dajte 6 bodov.

2. Urcte vsetky dvojice a, b celych kladnych cisel, pre ktoré plati
a-la,bl =4-(a,b),

pricom symbol [a,b] oznacuje najmensi spoloény ndsobok a (a,b) najvicsi spoloény
delitel celjch kladnych cisel a, b. (Jaroslav Svrcek)

RieSenie. Ak oznacime d najvicSieho spolo¢ného delitela ¢isel a a b, mozeme pisat
a = kd ab=1d, pricom (k,l) =1, takze [a,b] = kld. Po dosadeni do danej rovnice tak
dostaneme

kd-kld=4-d a po uprave k2ld = 4.

Z poslednej rovnosti je zrejmé, ze moze byt jedine k = 2 alebo k = 1.
Pre k = 2 vychadza | = d = 1, ¢omu zodpoveda dvojica a = 2, b = 1.
Pre k£ = 1 dostavame rovnicu ld = 4, ktord ma v obore kladnych celych ¢isel tri
rieSenia:
1. I =4, d =1 a rieSenim tulohy je dvojica a =1, b = 4;
2. 1 =2, d =2 ariesenim ulohy je dvojica a = 2, b = 4;
3. 1 =1, d =4 arieSenim ulohy je dvojica a = 4, b = 4.
Zdver. Ulohe vyhovujt prave styri dvojice kladnych celych ¢isel (a,b), a to (2,1), (1,4),
(2,4) a (4,4).



Iné rieSenie. Vyuzijeme znadmu rovnost [a, b] - (a,b) = a - b, ktord plati pre vSetky celé
kladné a, b. Vynasobenim oboch stran danej rovnice ¢islom [a, b] tak dostaneme

ala, b]* = 4ab, ¢ize [a, b]? = 4b. (1)
Vzhladom na to, Ze [a,b] = b, a teda
4b = [a, b]* = b2,

je b < 4b, takze b < 4. NavySe z upravenej rovnice (1) vyplyva, Ze 4b, a teda aj b je
druhou mocninou celého ¢isla. Preskiimanim oboch pripadov b € {1,4} (dosadime do
povodnej rovnice postupne vSetky mozné hodnoty (a, b), ktorych je konecéne vela, alebo
dosadime do (1) a vyuzijeme to, Ze a je delitelom najmensieho spoloéného nasobku
[a, b]) dojdeme k rovnakému zéveru ako v prvom rieseni.

Iné riesenie. KedZe zrejme plati [a,b] = (a,b), vyplyva zo zadanej rovnosti nerovnost
a < 4, pricom rovnost a = 4 nastane prave vtedy, ked [a,b] = (a,b) ¢ize a = b = 4.
To je prvé rieSenie danej tulohy, pri vSetkych ostatnych musi byt a = 1, a = 2, alebo
a = 3. Pre a = 1 mame rovnicu 1-b = 4, takze (a,b) = (1,4) je druhym riesenim. Pre
a = 2 mame rovnicu 2[2,b] = 4(2,b) ¢ize [2,b] = 2(2,b), odkial podla moznych hodnot
(2,b) =1 a (2,b) = 2 dostaneme b = 1, resp. b = 4; dalsie dve (tretie a Stvrté) rieSenia
teda su (a,b) = (2,1) a (a,b) = (2,4). Napokon pre a = 3 mame rovnicu 3[3, b] = 4(3,b),
z ktorej vyplyva 3 | (3,b), ¢ize 3 | b, takze mame vlastne rovnicu 3b = 12, ktorej jediné
riesenie b = 4 viak podmienku 3 | b nespliia.

Pozndmka. Diskusii o pripade a = 3 sa mozno vyhnat nasledujicou iivahou. Prepisme
zadanu rovnicu na tvar

[a, b] 4

(a,b) a
Kedze zlomok na Tavej strane je zrejme celé ¢islo, musi byt taky aj zlomok na pravej
strane, takze a je jedno z cisel 1, 2 alebo 4.
Za plné rieSenie dajte 6 bodov. Za zmysluplnii manipuléciu s najvaésim spoloénym delitelom ¢&isel a

a b (ako napr. dosadenie do zadanej rovnice) dajte 1 bod. Za ,,uhddnutie“ vSetkych rieSeni dajte 1 bod.
Ak riesitel prevedie tlohu na rozbor koneéne vela pripadov (a je si toho vedomy), dajte 4 body.

3. Kazdy vrchol pravidelného devdtndstuholnika je ofarbeny jednou zo Siestich farieb.
Dokazte, Ze niektory tupouhly trojuholnik ma vsetky vrcholy ofarbené rovnakou farbou.
(Jaromir Sims3a)

Riesenie. Kedze 19 > 6 - 3, maju rovnaku farbu niektoré styri vrcholy, ktoré oznacime
A, B, C', D v poradi na opisanej kruznici. Tie tvoria vrcholy konvexného stvoruholnika,
ktorého vnutorné uhly maju sucet 360°, takze nemdzu byt vSetky mensSie ako 90°.
Zaroven je zrejmé, Ze ziadny z nich neméze byt rovny 90°, pretoZe ¢islo 19 je nepérne.

trojuholnik tupouhly.

Za uplné riesenie dajte 6 bodov, z toho 2 body za konstatovanie, ze niektoré styri vrcholy maja rovnaka
farbu.

Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov.

Ucitelia posli opravené riesenia skolskych kol predsedom KK MO alebo nimi poverenej
osobe do 15. februara.
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