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59. ro¢nik MO Riesenia tloh krajského kola kategorie A
1. Dokdzte, Ze rovnica x2 + p|lx| = qxr — 1 s redlnymi parametrami p, ¢ md v obore
redlnych cisel Styri riesenia prdve vtedy, ked plati p + |q| +2 < 0. (Jaromir Sims3a)

RiesSenie. Zo zadania je zrejmé, ze ¢islo 0 nie je rieSenim danej rovnice pre ziadne
hodnoty parametrov p, q. Zbavme sa preto absoliitnej hodnoty v rovnici konstatovanim,
ze vSetky jej riesenia su kladné korene rovnice

2 +pr=qr—1, ¢&ze 2°+(p—qx+1=0, (1)
spolu so zapornymi korenmi rovnice
2 —pr=gqr—1, ¢&ze 22— (p+qx+1=0. (2)

Kedze kazda kvadratickd rovnica mé nanajvys dva korene, skiimané situécia celkového
poctu Styroch rieSeni nastane prave vtedy, ked rovnica (1) bude mat dva rézne kladné
korene a stcasne rovnica (2) bude mat dva rézne zdporné korene. Rozborom tychto
podmienok sa teraz budeme zaoberaf.

Je jasné, Ze oba diskriminanty (p — ¢)?> —4 a (p + ¢)?> — 4 rovnic (1) a (2) musia
byt kladné, ¢o vedie k nutnym podmienkam

p—q)?>4 a (p+q)°>4 (3)

Ak st splnené, staci skimaft otdzku, kedy mensi koren rovnice (1) je kladny a sucasne
vc¢$1 koren rovnice (2) zaporny. Podla vztahov pre korene kvadratickej rovnice to mozno
zapisat nerovnostami

qg—p—+(p—q)?—4
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oboch zlomkov sa rovnaji kladnému €islu 2.) Z prvej nerovnosti zapisanej v ekvivalent-
nom tvare

¢g—p>+(p—q?-4 (5)
vyplyva ¢ — p > 0, takze prvi nerovnost v (3) mozno spresnit na ¢ — p > 2. Potom uz
nerovnost (5) zrejme plati, lebo

a—p=vVp—-92>Vp—q?>—4

Tak sme ukézali, Ze rovnica (1) mé dva roézne kladné korene prave vtedy, ked plati
q—p > 2, ¢o je prva z dvojice podmienok

p—q+2<0, p+qg+2<0. (6)

Rovnakym postupom overime, Ze druhd podmienka v (6) je nutnou a postacujicou
podmienkou pre existenciu dvoch roznych zapornych koreriov rovnice (2). Staci upravit
druht nerovnost z (4) na tvar

p+q2—4<—(p+q) (odkial vyplyva p + q < 0)



a pre zaporné ¢islo p + ¢ tak ziskat koneénti podmienku v tvare p+q < —2, ¢o je druhé
z nerovnosti (6); tie preto presne vymedzujui skiimanu situdciu.
Na dokoncenie celého rieSenia ostava zdévodnit ekvivalenciu

p—q+2<0 A p+q+2<0) & p+lg/+2<0.
To je jednoduché, pretoze zo zrejmej rovnosti |¢| = max{—q, ¢} vyplyva
p+lgl+2=max{p—q+2,p+q+2}

a maximum z dvoch redlnych ¢isel je zaporné prave vtedy, ked st obe zaporné.

Iné riesenie. Najskor postupujme zhodne s prvym riesenim az po odvodenie
nerovnosti (3), ktoré, pripomenme, zaru¢uju existenciu dvoch roéznych realnych korenov
rovnice (1), resp. rovnice (2). Oznacime ich postupne 12 a 34 a zapiSeme ich vzfah
ku koeficientom rovnic, vyjadreny zndmymi Vietovymi vzorcami

r1+re=—(p—q), T1z2=1 wz3+x4=p+gq, z3T4=1. (7)

Z rovnosti z1x2 = 1 vyplyva, Ze korene x1 2 maju rovnaké znamienko. Su teda kladné
prave vtedy, ked je kladny ich sticet, ktory je vSak podla prvej rovnosti v (7) rovny —(p—
—q). Ziskanti nerovnost p—q < 0 mozno spolu s podmienkou (p—q)? > 4 vyjadrit jedinou
nerovnostou p — ¢ < —2 (¢ize p — ¢+ 2 < 0), ktora je teda kritériom toho, kedy rovnica
(1) ma dva rozne kladné korene. Podobne pre existenciu dvoch zapornych korenov
rovnice (2) dostaneme kritérium p + g + 2 < 0. Zavereény prevod oboch nerovnosti na
jednu ekvivalentn nerovnost s absolttnou hodnotou zdévodnime rovnako ako v prvom
rieseni.

Iné riesenie. Rovnako ako pri predchédzajucich postupoch prejdeme k rovniciam
(1) a (2), ktoré st obe rovnakého typu z? + rx + 1 = 0. Existenciu dvoch réznych
kladnych ¢i zapornych korenov takej rovnice teraz posudime tivahou o prislusnej kvad-
ratickej funkcii f(z) = 22 + rz + 1 s parametrom r, ktorej grafom je parabola otocen
nahor. Preto mé funkcia f dva rdzne nulové body, povedzme u a v, prave vtedy, ked
ma aspon jednu zadporni hodnotu. Takad hodnota sa navyse nadobuda prave v bodoch,
ktoré lezia medzi v a v. VSimnime si eSte, Zze bez ohladu na hodnotu parametra r pre
pripadné nulové body w, v funkcie f plati wv = f(0) = 1, takze to st dve navzdjom
prevratené &isla, ktoré st zaroven kladné alebo zaroven zaporné. Obe kladné (resp.
zaporné) su teda prave vtedy, ked medzi nimi lezi ¢islo 1 (resp. ¢islo —1). Pre prvy
pripad tak dostavame jedinti podmienku f(1) < 0 (¢ize 2 + r < 0), pre druhy pripad
jedinti podmienku f(—1) < 0 (¢ize 2—r < 0). Zostava dodat, ze v rovnici (1) jer = p—q
a v rovnici (2) je r = —(p + q), takze znovu dostavame dvojicu nerovnosti (6).

Iné riesenie. (Strucne.) Dana rovnica je ekvivalentna s rovnicou

T 1
pap o1 8)
x x
Grafom funkcie f(z) = —1/x je hyperbola skladajtca sa z Casti, ktoré ozna¢me hy (pre

x < 0) a hy (pre z > 0). Grafom funkcie g(z) = = + p - |z|/x — ¢ s dve polpriamky

a:x<0,y=x—p—q a b: x>0, y=x+p—q.



Rovnica (8) mé 4 rieSenia prave vtedy, ked polpriamka a pretina krivku h; v dvoch
bodoch a polpriamka b pretina v dvoch bodoch krivku hs. Polpriamka a pretina h;
v dvoch bodoch prave vtedy, ked lezi ,,vysSie“ ako doty¢nica s niou rovnobezné; tato
doty¢nica prechddza bodom (—1, 1) a odtial mame podmienku —1 —p—g¢ > 1. Podobne
polpriamka b pretina ho v dvoch bodoch prave vtedy, ked lezi ,nizsie“ ako doty¢nica
prechddzajica bodom (1,—1), teda 1 4+ p — ¢ < —1. Dvojica nerovnosti —1 —p — ¢ > 1
al+p—qg< —1 je splnené prave vtedy, ked ¢ < —p — 2 a stasne —q < —p — 2. To
plati prave vtedy, ked |¢| < —p — 2, ¢ize p + |g| + 2 < 0.

Za 1Uplné riesenie je 6 bodov, z toho 1 bod za prechod od podmienok (6) k podmienke s absolitnou
hodnotou (¢i naopak). Pri netplnych rieseniach dajte 2 body za odvodenie podmienok (3) z diskrimi-
nantov rovnic (1), (2) a 1 bod za vypis nerovnosti (4) ¢ Vietovych vzorcov (7). Ak je tplne odvodend

iba nutnost ¢ postacujucost zadanej podmienky kvéli tomu, Ze zrejmé ekvivalencie su riesitelom
formulované iba ako implikacie, dajte najviac 5 bodov.

2. Dany je rovnobeznik ABCD s tupym uhlom ABC. Na jeho uhlopriecke AC' v polro-
vine BDC' zvolme bod P tak, aby platilo | BPD| = |£ABC|. Dokdzte, Ze priamka C D
je dotyénicou ku kruznici opisanej trojuholniku BCP prdve vtedy, ked iusecky AB a BD
st zhodné. (Jaroslav Svréek)

Riesenie. Kvoli lepsej prehladnosti spomenime na tivod zrejmé vlastnosti vSseobecného
rovnobeznika ABC' D, ktoré v rieSeni vyuzijeme: stucet uhlov BAD a ABC je priamy
uhol a uhly DAC' a AC'B st zhodné, rovnako ako strany AB a CD.

Podla zadania priamka BD oddeluje body A a P, pri¢om plati

|{BAD| + |{BPD| = |{BAD| + |£ABC| = 180°,

stvoruholniku ABPD sa teda da opisat kruznica (obr.1). V nej st preto zhodné
obvodové uhly DBP a DAP, z ¢oho vyplyva

|ADBP| = |{DAP| = |{DAC| = |{ACB| = |4BCP|.

~ - —

Obr. 1

Kedze priamka BP oddeluje body C' a D, mozeme pouzit vetu o obvodovom
a usekovom uhle pre tetivu BP kruznice k opisanej trojuholniku BC'P: Z odvodenej
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zhodnosti uhlov BCP a DBP vyplyva, ze priamka BD je doty¢nicou ku kruznici &
(s bodom dotyku B). Po tomto zisteni uz lahko dokézeme obe pozadované implikacie.
(i) Ak je priamka C'D doty¢nicou ku kruznici k, zo symetrie oboch dotyénic C'D
a BD vyplyva |CD| = |BD|, ¢ize |AB| = |BD)|.
(ii) Ak naopak |AB| = |BD|, ¢ize |CD| = |BD|, lezi bod D na osi tetivy BC
kruznice k, takze jej doty¢nicou je nielen priamka BD, ale aj stimerne zdruzend
priamka C'D.

Za uplné riesenie je 6 bodov, z toho 2 body za objav tetivového Stvoruholnika ABPD, 2 body za
zddvodnenie, ze priamka BD je dotyénicou kruznice k£ a po 1 bode za jednotlivé implikacie (i) a (ii).
Prislusné polohy bodov pre zavery o obvodovych, prip. iisekovych uhloch st zo zadania natolko zrejmé,
ze absenciu ich popisu v zZiackych rieseniach nepenalizujte.

3. Urcte vsetky celé kladné cisla m, n take, Zen deli 2m — 1 a m deli 2n — 1.
(Tomas Szaniszlo)

Riesenie. Hladame prave tie dvojice celych kladnych ¢isel m a n, pre ktoré existuju
celé kladné cisla k a [ také, ze

2m—1=kn a 2n—1=Im. (1)

Pozerajme sa na ¢isla k, [ ako na parametre a rieSme ststavu linearnych rovnic (1)
pre nezname m, n. Ked napriklad k dvojnésobku prvej rovnice pripoc¢itame k-nasobok
druhej rovnice, eliminujeme tym neznamu n a po uprave dostaneme prvi z rovnic

A—klm=k+2 a 4d—klin=10+2; (2)

druht rovnicu ziskame analogicky. Kedze pravé strany rovnic (2) su kladné, vyplyva
z tvaru Tavych stran podmienka 4 — kI > 0, ¢ize kl < 4. To je pre celé kladné ¢isla
k, | natolko obmedzujuce, ze jednotlivé mozné pripady kl = 1, kl = 2 a kl = 3 Tahko
postupne rozoberieme.

V pripade kl = 1 musi byt £k =1 =1 a z rovnic (2), ktoré prejda na tvar 3m = 3
a 3n = 3, nachadzame prva vyhovujiacu dvojicu m =n = 1.

Pripad kIl = 2 vdbec rozoberat nemusime, pretoze podla lavych stran rovnic (1)
vidime, ze ¢isla k, [, m, n z pravych stran musia byt (v kazdom, nielen v tomto pripade)
neparne.

V pripade kl = 3 je nutne {k,l} = {1, 3}, ¢o po dosadeni do rovnic (2) déva rieSenie
m =5 an = 3, alebo naopak m =3 an = 5.

Zaver. Vsetky hladané dvojice (m,n) su (1,1), (3,5) a (5, 3).

Iné riesenie. Uvahy s nerovnostami vedice k aplnému vyrieSeniu tlohy mézeme
roznymi sposobmi menit. Pozrime sa teda, akymi cestami sa mozno od podciatocnych
predpokladov m | 2n — 1 a n | 2m — 1 uberat.

Prvy postup. Keby neplatilo m = 2n — 1 ani n = 2m — 1, boli by ¢isla 2n — 1
a 2m — 1 aspon dvojnasobkami postupne ¢isel m a n, teda by platili nerovnosti 2n —
—122m a2m — 1 = 2n. Tie sa vSak navzajom vylucuju, lebo znamenaju 2n > 2m,
resp. 2m > 2n. Preto musi platif asponi jedna z rovnosti m = 2n — 1 alebo n = 2m — 1.
Ak m =2n—1, tak 2m —1 = 4n — 3 a zostdvajuca podmienka n | 2m — 1 tak prechadza
na tvar n | 4n — 3, ¢ize n | 3. To spliiaja iba &sla n = 1 a n = 3, ktorym podla
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vztahu m = 2n — 1 zodpovedaji postupne hodnoty m = 1 a m = 5. Druhy pripad, ked
n = 2m — 1, sa od prvého lisi len zamenou tloh m a n, takZe pri nom dostaneme este
tretiu vyhovujicu dvojicu m =3 a n = 5.

Druhy postup. Vzhladom na symetriu mozeme predpokladat, ze plati m < n, z ¢oho
vyplyva 2m — 1 < 2n — 1 < 2n. Cislo 2m — 1 je tak nasobkom &isla n mensim nez 2n,
musi to teda byt samo ¢islo n. Tak sme odvodili rovnost 2m — 1 = n. Zvysok tvah je
uz rovnaky ako pri prvom postupe.

Treti postup. VSimnime si, ze ¢islo 2m + 2n — 1 je delitelné kazdym z oboch ¢isel
m a n, ktord st navyse nesudelitelné, lebo napr. ¢islo m je delitelom ¢isla 2n — 1, ktoré
je s ¢islom n zrejme nesudelitelné. Preto je ¢islo 2m + 2n — 1 delitelné aj stié¢inom mn,
takze plati nerovnost mn < 2m + 2n — 1, ¢ize (m — 2)(n — 2) =< 3. Z toho vyplyva, zZe
obe ¢isla m, n nemozu byt vicsie ako 3; vzhladom na symetriu rozoberieme iba pripad
m < 3. Pre m = 1 z podmienky n | 2m — 1 vyplyva n = 1, pre m = 2 je podmienka
m | 2n — 1 nesplnitelna, pre m = 3 mame podmienky 3 | 2n — 1 a n | 5, ktoré splia
jedine n = 5.
Za Uplné riesenie je 6 bodov. Za rézne ivahy o nerovnostiach dajte 1 az 4 body, napr. 1 bod za rozliSenie
pripadov m 5 n an 5 m, 2 body za G¢inné pouzitie implikacie (a # b A a | b) = b = 2a, 4 body za

dokaz poznatku, Ze nastane asponi jedna z rovnosti m = 2n — 1, n = 2m — 1. Ak rieSitel objavi vSetky
tri vyhovujuce trojice, avSak nedokaze, Ze iné rieSenia neexistuju, dajte 1 bod.

4. V lubovolnom trojuholniku ABC oznacéme O stred kruznice vpisanej, P stred kruznice
pripisanej ku strane BC' a D priesecnik osi uhla CAB so stranou BC'. Dokazte, Ze plati

2 _ 1,1
|AD|  |AO| = |AP|

(Kruznica pripisand ku strane BC' je takd kruznica, ktord sa dotyka jednak strany BC),
jednak oboch polpriamok opacnych k polpriamkam BA a CA.) (Pavel Leischner)

RieSenie. Ozna¢me zvycajnym sposobom dlzky stran a velkosti vnttorngch uhlov
trojuholnika ABC. Pre polomery o, o, kruznice vpisanej, resp. pripisanej ku strane BC'
trojuholnika ABC s obsahom S platia zndme vztahy

28 25

Q:a+b+c Qa:b—l—c—a'

(Na ich odvodenie sta¢i uvazovat rovnosti S = Spco + Sapo + Saco, resp. S =
= Sacp + Sapp — Spcp a uvedomit si, Ze o, resp. 9, je spolo¢né vyska prislusne;j
trojice trojuholnikov na strany pévodného trojuholnika.)

KedZze stredy O, P lezia na osi vnitorného uhla BAC, st o, o, odvesnami proti-
lahlymi k uhlu %a pravouhlych trojuholnikov s preponami AO, resp. AP (obr.2), takze
plati ¢ = |AO|sin v a g, = |AP|sinza. Spolu dostdvame vyjadrenie pravej strany
dokazovanej rovnosti v tvare

1 1

1 n 1 _sin§a+sin§a
A0l AP T 0 T e
:((a+b+c)+(b+c—a))sin%a:(b—}—c)sin%a
25 S '
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Obr. 2

Na druhej strane je obsah S sti¢tom obsahov trojuholnikov ABD a ACD, ktoré
vyjadrime pomocou dlZok ich stran z vrcholu A a sinusu nimi zovretého (zhodného)
uhla ia:

2

c|/AD|sin 2o b|AD|sin o b+ ¢)|AD|sin ta
6 si g _cADlsinia  #AD|snta _ (b+lADJsinja
2 2 2
Odtial Tahko obdrzime vyjadrenie

2 (b+ ¢)sin so
|AD| S ‘

Vidime, ze obe strany dokazovanej rovnosti maji rovnaki hodnotu. Tym je cely dokaz
hotovy. Dodajme, Ze vdaka vzfahu S = %bc sina = besin %a cos %a mozno ziskany
vysledok zapisat v tvare

2 _ 1 1 _ btc
|AD| — |AO| = |AP|  becos s

Iné rieenie. Vyuzijeme rovnosti |AT| = 3(b+c —a) a |[AU| = 3(a + b+ c) pre
body T, U dotyku polpriamky AB s vpisanou, resp. pripisanou kruznicou.! Vzhladom
na rovnosti |AT| = |AO| cos 2a a |AU| = |AP| cos 1 a dostaneme nasledujtice vyjadrenie
pravej strany dokazovanej rovnosti:

1 N 1 JAO|+|AP| 1  |JAT|+|AU] 1
|AO| ~ |AP| |AP| |AO| |AU| |AO|
b+c 1 2(b+c¢) 1

Ha+b+c) [AO]  a+b+e [AO]

1 Tjeto rovnosti st dobre zname a jednoducho vyplyvaji z rovnosti dizok tsekov dotyénic od vrcholov
trojuholnika k bodom dotyku s prislusnou kruznicou.
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Vidime, Ze na dokoncenie dékazu pozadovanej rovnosti stac¢i ukézat, ze

|AD|  a+b+c
|AO|  b+c

7Z vlastnosti osi uhla vSak vieme, 7e bod D deli stranu BC v pomere dlZok stran AB
a AC, teda |BD|/|DC| = ¢/b, takze |CD| = ab/(b+ ¢). Podobne bod O osi uhla ACD
deli protilahla stranu AD trojuholnika AC'D v pomere

40| |AC] b b+c

OD| ~ |CD| ~ £~ a

Odtial
|AD|  |AO|+|0D| a a+b+c

|AO| |AO| 7 bd+e b+

Iné riesenie. Uvedieme postup zaloZzeny na pouziti sinusovej vety v trojuholnikoch
ABO, ABD a ABP.? Je zrejmé, ze tieto trojuholniky maja pri vrchole B postupne
uhly %ﬂ, 6 a90° + %6, zatial ¢o pri vrcholoch O, D, P maju postupne uhly 90° + %7,
v+ %04 a %fy. Preto sinusova veta prinasa rovnosti

|AB|  cos v |AB] _ sin(y + i1a)  |AB] _ sin R
|AO| ~ sinip’ |AD|  sinf 7 |AP|  cosip’

pricom sme dvakrat vyuzili vztah sin(90° 4+ 0) = cosd. Po dosadeni do dokazovanej
rovnosti tak prichddzame k ekvivalentnej lohe dokazat pre vntatorné uhly fubovolného
trojuholnika ABC' rovnost

2sin(y + 1a) _cos 1y  sinly

. - . 1 1 *
sin (3 singf3  cos ;3

Po pouziti vztahu sin 8 = 2sin %6 cos %ﬁ a naslednom vynasobeni oboch stran
nenulovym vyrazom sin % [ cos % [ prechadzame na tlohu overit jednoduchsiu rovnost

. ( n 1 ) 1 154‘ 1 . 15
Sin —Q | = COS — - COS — S1n — - S1n — 0.
Ty 9 1 %y g 1Sy

To je uz celkom lahké: vyraz napravo je totiz rovny cos(38 — 37) a rovnost typu
sind = cose je zaruCend, ak plati § +¢ = 90°. V nasom pripade je vSak § = v + %a

ac= %ﬁ— %’y, teda

1 1 1 1
6 e — — — — = — e ©
+e 7—|—2a+25 57 2(a+ﬁ—|—7) 90

a cely dokaz je tak hotovy.

2 S rovnakym tspechom moZno vyuzit aj trojicu trojuholnikov ACO, ACD a ACP.
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Iné riesenie. Polozme x = |AO|, y = |OD| a z = |DP| a podla obr. 3 ozna¢me
T, U, V, W body dotyku vpisanej a pripisanej kruznice s priamkami AB, BC. Podla

Pa

A T B U

Obr. 3
vety wu je trojuholnik AOT podobny s trojuholnikom APU a tiez trojuholnik DOV
s trojuholnikom DPW, pritom v oboch pripadoch je koeficient podobnosti rovny

pomeru polomerov oboch kruznic. Odtial vyplyva pre prepony spomenutych Styroch
trojuholnikov pomer?

_r _Y (1)
rT+y+=z z

Kedze x +y+2z > z, a teda aj v > y, uvedenym dvom zlomkom sa rovna aj treti zlomok
zostaveny z (kladnych) rozdielov ¢itatelov a menovatelov. Plati teda

T B T—y -y 2x

= = = —1.
r+y+z (xe4+y+2 -2 zxz4+y x4y

Odtial po vydeleni kladnou hodnotou = dostaneme

1 2 1

rTH+y+z x+y_:c

a po presune druhého zlomku z pravej strany na lavi uz dostaneme dokazovand rovnost,

lebo
1 1 2 2 1 1

= N = a _—= —,
r+y+z |AP|" x4y |AD| x  |AO|

Iné riesenie. Obe kruznice st rovnolahlé podla stredov A aj D. Obe rovnolahlosti
maju az na znamienko rovnaké koeficienty a zobrazuji bod O na bod P (obr. 4). Odtial
|DP| |AP| ... |AP|—|AD| |AP|
=1 (ize = :
|DO|  |AO]’ |AD| — |AO|  |AO|

Upravou poslednej rovnosti dostavame 2|AP|-|AO| = |AD|(]AP|+|AO|) a po vydeleni
nenulovym sucinom |AP|- |AO| - |AD| vyjde vztah, ktory sme chceli dokazaf.

3 Jeho platnost je zarudend aj v pripade D = V = W, ked druha dvojica podobnych trojuholnikov je
degenerovana dvojica useciek — polomerov skiitmanych kruznic.
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Obr. 4

Za Gplné rieSenie je 6 bodov. Zname vzfahy pre dizky tsekov stran od vrcholov k bodom dotyku
vpisanej a pripisanej kruZnice, rovnako ako vztahy pre ich polomery, nie je potrebné dokazovat. Za
vyjadrenie jednotlivych dizok | AD|, |AO|, | AP| pomocou obsahu S, diZok b, ¢ a hodnoty sin %oz dajte po
1 bode; rovnako pri inom postupe dajte po 1 bode za jednotlivé vyjadrenia zo sinusovej vety pomocou
vnatornych uhlov a, 3, 7 a jednej zo stran b, c. (Také bodové zisky vSak nemozno sé¢itaf, ak skuska

riesitel siéasne oba postupy.)

Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov. Pri kazdej tilohe sa
za akékolvek tplné riesenie prideluje 6 bodov. Ak ziak riesi tilohu postupom, ktory sa
odlisuje od vsetkych tu uvedenych rieseni, ale tilohu nevyriesi uplne, bodovacia schéma
sa zvoli tak, aby ¢o najlepsie korespondovala so schémami uvedenymi v tomto letaku.



