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1. Ndjdite vietky dvojice celych éisel a, b, pre ktoré plati rovnost

a?+1 B a—1
22 -3  2—1°

(Pavel Novotny)

RieSenie. Zrejme a # 1, preto mozeme dant rovnost prepisat v tvare

241 2% —
e 1
a—1 26— 1

Najskor preskimame moznost, Ze ¢itatel druhého zlomku je zaporny, t.j. b € {—1,0,1}:

> Pre b = —1 dostaneme po tprave kvadratickt rovnicu 3a? — a + 4 = 0, ktord nema
realne riesenie.

> Pre b = 0 dostaneme rovnicu a? —3a+4 = 0, ani tato rovnica realne riesenie nema.

> Pre b = 1 dostaneme rovnicu a®+1 = —a+ 1, ktort upravime na tvar a(a+1) = 0.

Rovnica ma dve rieSenia a € {0, —1}, mame teda dve dvojice (0,1) a (—1,1), ktoré

vyhovuja zadaniu.

Dalej predpokladdme, ze 2b% — 3 > 0, teda Ze oba zlomky v (1) maji kladné citatele.

Zistime, akymi prirodzenymi ¢islami sa daju tieto zlomky kratit.

Ak n|a®+1azdrovein n|a—1,tak n| (a®> +1)— (a+1)(a — 1) = 2. Podobne,
ak n | 2b% — 3 a zéaroveni n | 2b — 1, tak n | (2b — 1)(2b + 1) — 2(2b? — 3) = 5. St teda
Styri moZnosti, ako dosiahnut rovnost zlomkov (1):

(i) a®> +1=2b> -3 aa—1=2b— 1; dosadenim a = 2b do prvej rovnice dostaneme
4b? + 1 = 2b® — 3, tato rovnica vsak nem4 redlne riesenie.

(i) a? +1=2(2b> —3) aa — 1 = 2(2b — 1); dosadime a = 4b — 1 do prvej rovnice, po
tprave dostaneme rovnicu 3b% — 2b + 2 = 0, ktora v obore redlnych ¢isel riesenie
nema.

(iii) 5(a*+1) =2b*> —3 a 5(a — 1) = 2b — 1; dosadime a = £(2b+ 4) do prvej rovnice,
po tprave dostaneme kvadratickt rovnicu 3b% — 8b — 28 = 0, ktord m4 celo¢iselné
rieSenie b = —2. Tomu zodpoveda a = 0.

(iv) 5(a® +1) = 2(2b* — 3) a 5(a — 1) = 2(2b — 1); dosadime a = £(4b + 3) do prvej
rovnice a dostaneme b? — 6b — 16 = 0. Tato kvadraticka rovnica mé dva celo¢iselné
korene b = —2 a b = 8, ktorym zodpovedaji hodnoty a = -1 aa =7.

Vyhovuje teda 5 celo¢iselnych dvojic (a,b):

(0,1), (—-1,1), (0,-2), (—1,-2), (7,8).

Iné riesenie. Rovnicu (1) z prvého rieSenia upravime na tvar

2 b—3
a+1+m—b+2b—_1. (2)

Zrejme plati, ze

2 2
ak a £ -2, tak —1<—1<0 a ak a = 4, tak 0<—1<1. (3)
a— a0 —



Taktiez mozno lahko ukéazat, Ze

b—
ak b < —3 alebo b = 4, tak 0 < 5 _31 <L (4)

Preto najskor vypocitame hodnoty oboch zlomkov v (1) pre a € {—1,0,2,3} (a # 1)
abe{-2-1,0,1,2,3):

a -11 0 |2]3 b -21-1|0] 11|23

a?+1 202 — 3
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W=
wlot
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Porovnanim oboch tabuliek najdeme rychlo $tyri riesenia: (—1,—-2), (—1,1), (0,—-2),
(0,1). Ziadne iné rieSenia pre a € {—1,0,2,3} neexistuji, pretoze z prvej tabulky
vidime, Ze lava strana v (2) je pre tieto hodnoty celociselnd, zatial ¢o pre b ¢
¢ {—2,—1,0,1,2,3} prava strana podla (4) celoéiselna nie je. Podobne neexistuju dalsie
rieSenia ani pre b € {—2,—-1,0,1,2,3}: pripady b = —1 a b = 2 mozno overit priamym
dosadenim a vyrieSenim rovnice s neznamou a, v ostatnych pripadoch je prava strana
v (2) celociselnd, zatial ¢o lava strana pre a ¢ {—1,0,2,3} podla (3) celociselna nie je.
Pre zvysné hodnoty a, b plati

b—3 2

1 _
S%_1 a-1

=a+1-b<2

a pretoze a + 1 — b je celé ¢islo, st len dve moznosti: a+1—b=0aleboa+1—-b=1.
Ak a = b—1, dostaneme z (2)
2 b—3

_ T B2 _
Ry a odtial b* —9b+4+ 8 =0,

¢ize b = 1 alebo b = 8. Mame teda jedno dalsie riesenie (7,8).
Ak a = b, dostaneme z (2)
2 b—3

—— +1

_ P 32 CA—0
;g tl=g—7.  odtial b 4+50—4=0;

tato rovnica celodiselné rieSenie nema.

2. Kazdy zo zbojnikov v n-élennej druzine (n 2 3) nazbijal urcity pocet minci. Vietkych
nazbijanych minci bolo 100n. Zbojnici sa rozhodli podelit korist nasledujicim sposobom.:
v kaZdom kroku da jeden zo zbojnikov po jednej minci inym dvom. Najdite vsetky
prirodzené ¢isla n = 3, pre ktoré po konecnom pocte krokov mozZe mat kazdy zbojnik
100 minci bez ohladu na to, kolko minci jednotlivi zbojnici nazbijali. (Jan Mazak)

RiesSenie. Ozna¢me z; pocet minci, ktoré ma i-ty zbojnik (¢isla z; sa v priebehu delenia
menia).

Nech n = 3. Po lubovomom kroku sa nezmeni zvysok po deleni &isla z; — 25 tromi®.
Ak teda napriklad boli zaciato¢né stavy z; = 101, zo = 100 a 23 = 99, nemoéze nikdy
nastat rovnost z; = z9. Takze ¢islo n = 3 nevyhovuje.

.....

o 1, teda ich rozdiel sa zmensi alebo zv&csi o 3.



Ukézeme, ze pre kazdé n = 4 a lubovolné zaciatoéné hodnoty z; dosiahneme po
konec¢nom pocte vhodnych krokov stav, v ktorom bude mat kazdy zbojnik 100 minci.

Ozna¢me s = Y i |z; — 100|. Cislo s budeme zmensovat, kym to bude mozné,
tak, ze v kazdom kroku niektory zo zbojnikov, ktori maji najviac, d4 po jednej minci
niektorym dvom, ktori maji najmenej. Nech uz sa takym spésobom c¢islo s neda
zmen$it. Ak s = 0, skondili sme.

Ak s # 0, mé niektory zbojnik 100 — k& minci (k > 0), k zbojnikov mé po 101 minci
a vSetci ostatni maju po 100 (v kazdej inej situdcii, t.j. ak by existovali dvaja zbojnici
s poc¢tom minci mensim ako 100 alebo ak by existoval zbojnik s aspon 102 mincami, by
sme zrejme hodnotu s jednym krokom opisanym vyssie zmensili). Ak k& = 2, zmensime
hodnotu s dvoma krokmi:

100 — £,101,101 — 100 — k+1,102,99 — 100 — k + 2,100, 100.

Ak je k parne, po %k takych dvojkrokoch bude mat kazdy zbojnik 100 minci. Ak je k
neparne, dostaneme sa do stavu, v ktorom ma jeden zbojnik 99 minci, jeden ich ma
101 a vSetci ostatni (ti st pri n = 4 aspon dvaja) maji po 100. Potom uz delenie lahko
dokoncime:

99,100,100,101 — 99,101,101,99 — 99,102,99,100 — 100,100,100, 100.

Iné rieSenie. (Pripad n = 4.) Pre neprazdnu mnozinu zbojnikov Z ozna¢me 7(Z)
rozdiel medzi po¢tami minci najbohatsieho a najchudobnejsieho ¢lena mnoziny Z. Na
zaciatku vyberieme niektorého najbohatsieho zbojnika A (Tubovolného z tych, ktori
nazbijali najviac minci). Oznaéme Z mnozinu zvysnych zbojnikov. Ak r(Z) = 2
tak jeden z najbohatsich zbojnikov zo Z da jednu mincu najchudobnejSiemu a jednu
zbojnikovi A. Takto pokracujeme dalej, pokial plati r(Z) = 2. KedZe pocet minci
zbojnika A stale narastd a minci je len kone¢ny pocet, po kone¢nom pocte krokov bude
r(Z) < 1.

Od takého okamihu v kazdom dalsom kroku d& zbojnik A, ak mé aspon 102 minci,
po jednej minci dvom najchudobnej$im. Nerovnost r(Z) < 1 ostava zrejme zachovana.
Ked prvy raz nastane situacia, ze zbojnik A bude mat menej ako 102 minci, buda dve
moznosti: Ak bude mat zbojnik A 100 minci, je delenie skon¢ené. Ak bude mat 101
minci, musi mat jeden zo zbojnikov 99 minci a vSetci ostatni zo Z po 100. Delenie
potom skonc¢ime tak ako v prvom rieseni.

3. V rovnobezniku ABCD so stredom S oznacme O stred kruznice vpisanej trojuholniku
ABD a T bod jej dotyku s uhloprieckou BD. Dokadzte, Ze priamky OS o CT su
rovnobezné. (Jaromir Simsa)

RieSenie. Oznacme a = |AB|, b= |AD| a ¢ = |BD|. Pripad a = b je trividlny: ABCD
je kosostvorec a obidve priamky OS a CT st totozné s priamkou AC. Budeme teda
predpokladat, ze a > b (v pripade a < b sta¢i vymenit oznacenie bodov B a D).
Oznacéme T’ obraz bodu T v stredovej stmernosti podla stredu S, v ktorej A je
obrazom bodu C. Kedze CT || AT, moézeme namiesto vztahu OS || CT dokazovaf,
ze OS || AT'. Ozna¢me P priese¢nik priamky AO s uhloprieckou BD. Dokazeme, ze
trojuholniky POS a PAT’ st rovnolahlé (obr.1). Predpoklad a > b zarucuje, ze P je
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vnutornym bodom tusecky DS, T je vnutornym bodom tsecky DP a T’ vnutornym
bodom tsecky SB.

Bod T” je dotykovym bodom kruZnice vpisanej trojuholniku DBC so stranou BD,
a ako je zname, je to sucasne bod, v ktorom sa strany BD dotyka kruznica k’ pripisand
trojuholniku ABD. Oznacme ¢ polomer kruZnice k vpisanej trojuholniku ABD a o
polomer kruznice k’. Bod P lezi na spojnici stredov kruznic k a k' aj na ich spoloénej
doty¢nici, je teda stredom rovnolahlosti tychto kruznic. Preto plati rovnost

|\PT'| o a+b+c

|PT| o a+b—c
Ak ozna¢ime |ST'| = |ST| =z a |SP| = y, mame

r+y a+b+c R a+b
= , odtial — = ,
r—y a+b—c Y c

takze
|PT'| xz+y a+b+c

|PS]| oy c

Ak oznac¢ime v velkost vysky trojuholnika ABD z vrcholu A, plati

\PA| v a+b+c |PT|

POl 0 ¢ |PS|

Tym je rovnolahlost trojuholnikov PAT" a POS, a teda aj rovnobeznost priamok AT’
a 08, dokazana.

C

Iné riesenie. Ako je zname,

b+c—a b+c—a_a—b
2 B '

\DT| = ¢
2 2 2

apreto |T'S|=|TS|=

KedZze AP je osou uhla BAD a DO je osou uhla AD B, platia zndme rovnosti

IBP|:|PD| = |AB|: |AD| a |AO|:|OP|=|AD|:|DP],



z ktorych postupne dostaneme

b
€ 4 |ppP| =2
a+b

b?
ac ¢ cla—0)
[SPI =1 = 1BS a+b 2 2a+b)’

AO| |AD| b a+b

- — bc
oP| ~ |DP| T 2%

|BP| =

Dokazeme, ze taku istd hodnotu mé zlomok |7"S|/|SP|:

'S %5 a+b

|SP| ~ cla—b) c
2(a+b)

Tym je rovnolahlost trojuholnikov PAT” a POS dokazana.

Iné riesenie. (Analytické.) Zvolme kartezidnsku suradnicov sustavu tak, ze A = [0, 0],
B = [1,0], D = [a,b]. Potom C = [a + 1,b], S = [2(a + 1), 1b]. Bod O m4 rovnaku
vzdialenost od stran trojuholnika ABD, jeho stradnice [z,y]| teda vyhovuja ststave

rovnic
br—ay  —br+(a—1)y+b

TVaEr e a0
Ak oznac¢ime ¢ = /(a — 1)2 + b2, d = Va? + b2, dostaneme

0= a-+d b
Cle+d+1ce+d+1)°

Dalej

d \ D—B 1 1—a)?  [1—
T=B+(1--2F - ctdra 179y T 1),
c+d+1 c c+d+1 c

Overenie linearnej zavislosti vektorov

a+1 a+d b 2
S_O_[ 2 _c+d+1’§<1_c+d+1)}

ct+d+a— =20 lma 49
c+d+1 ’ c+d+1

a+1-—

Y

¢ize rovnosti

[(a+1)(c+d+1)—2a—2d]<c+d_ 1;“) -
= [(a—l—l)(c—l—d+1)—c—d—a+@}(C_Fd_l)

je uz rutinnou zélezitostou.



4. Na tabuli je napisané v desiatkovej sustave cel€ kladné cislo N. Ak nie je jednociferne,
zotrieme jeho posledni cifru ¢ a c¢islo m, ktoré na tabuli ostane, nahradime cislom
|m — 3¢|. (Ak napriklad bolo na tabuli ¢islo N = 1204, po dprave tam bude 120 —
—3 -4 =108.) Ndjdite vsetky prirodzené cisla N, z ktorych opakovanim opisanej upravy
nakoniec dostaneme cislo 0. (Peter Novotny)

RieSenie. Pre viacciferné ¢islo N = 10m+c (pricom ¢ € {0,1,--- ,9} am je prirodzené)
ozna¢me u(N) = |m — 3c|. Najskor zistime, pre ktoré ¢isla N plati u(N) = 0. Rovnost
|m — 3c| = 0 plati prave vtedy, ked m = 3¢; potom N = 10m + ¢ = 31c. Dokazeme, Ze
ulohe vyhovuju prave vsetky nasobky ¢isla 31. Plati totiz

31|10m+c¢ <= 31[30m+3c <= 31|—-m+ 3c,
éize
31| N <= 31]|u(N). (1)

Kedze pre kazdé N = 20 plati u(N) < N, po kone¢nom pocte krokov z kazdého ¢isla N
vznikne nejaké celé nezaporné ¢islo mensie ako 20. Cislo 0 podla (1) vznikne prave
vtedy, ked je N nasobok ¢isla 31.

5. Dany je rovnobeznik ABCD taky, Ze pity K, L kolmic spustenych z bodu D postupne
na strany AB, BC' si ich vnitorngmi bodmi. Dokazte, Ze KL || AC prdve vtedy, ked

|{BCA|+ |{ABD| = |{BDA| + |£ACD|.
(Jan Mazak)

Riesenie. Striedavé uhly ABD a C'DB st zhodné (obr. 2), preto |[{BCA|+|{ABD|+
+|4BDA|+ |{£ACD| = 180°. Rovnost |[{BCA|+ |[{ABD| = |{BDA|+ |{ACD| teda
plati prave vtedy, ked

|{BCA| + |£{ABD| = 90°. (1)
Body K a L lezia na Téalesovej kruznici s priemerom BD. Obvodovy uhol BDK je
D C
L
S,
A K B
Obr. 2

zhodny s uhlom BLK, preto (vzhladom na rovnost striedavych uhlov ABD a CDB)
|{BLK|+|£ABD| = |{BDK| + |£CDB| = 90°.

Priamky KL a AC st zrejme rovnobezné prave vtedy, ked | BLK| = |[{BCA|, ¢o je
podla predoslej rovnosti ekvivalentné s (1). Tym je pozadovana ekvivalencia dokdzana.



6. Najdite vsetky kladné redlne cisla p take, Ze
Vaz +pb2 4+ /b2 +pa2 = a+b+ (p—1)Vab

plati pre lubovolni dvojicu kladnijch redlnych cisel a, b. (Jaromir Simsa)

Riesenie. Pre dvojicu a = b = 1 dostaneme pre parameter p > 0 nerovnicu, ktora

vyriesSime:
2yp+12p+1,
22 p+1,
p=3.

Ukéazeme, ze kazdé p € (0, 3) vyhovuje.
Pre p € (0,1) dané nerovnost plati, lebo vtedy

Vaz+pb?2 >a, /b?+pa?2>b a (p—1)\/%§o.

Zaoberajme sa preto dalej iba pripadom p € (1,3). Lava stranu L dokazovanej nerov-
nosti mozeme chapat ako stcet velkosti dvoch vektorov (a,b,/p), (b,a\/p) € R?, preto
podla trojuholnikovej nerovnosti

L= /a4 pb? + /B 1 pa? = |(a,byB)| + (b ay/)| 2
> [(a+b,(a+0)yp) = (a+0)yItp. (1)

Pre pravi stranu P pomocou nerovnosti medzi aritmetickym a geometrickym
priemerom naopak dostavame horny odhad

b 1 b
P:a+b—|—(p—1)\/%§a+b+(p_1)a;— :(p+ )2(a—|— )

Nerovnost L = P je tak dokézand, pretoze silnejSia nerovnost

== R

je ekvivalentnd s nerovnostou v/p + 1 < 2, ktoré je pre kazdé p € (1,3) zrejme splnena.

Pozndmka. Odhad (1) sa da dostat aj pouzitim Cauchyho-Schwarzovej nerovnosti pre
dvojice (a,b\/p) a (1,,/p): z nerovnosti

a+pb < y/a2+ph?-\/1+p,

vyplyva prva z nerovnosti

a + pb b+ pa
Vva?+pb? 2 : Vb2 + pa? 2 ,
= \/— =

1+p 1+

]

druhtt odvodime analogicky.
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