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62. ro¢nik Matematickej olympiady
2012/2013 Riesenia tloh krajského kola kategorie Z9

Informacia pre krajsku komisiu MO:

Pri kazdej tlohe sa za akékolvek tplné rieSenie prideluje 6 bodov. Ak ziak riesi tlohu
postupom, ktory sa odlisuje od vsetkych tu uvedenych rieSeni, ale tilohu nevyriesi uplne,
bodovacia schéma sa zvoli tak, aby co najlepsie korespondovala s navrhom hodnotenia tu
uvedenym. Uspesnym riesitelom je ten ziak, ktory ziska 12 alebo viac bodov.

1. V malom kralovstve prisli poddani pozdravit nového krdla a jeho ministra. Kazdy
priniesol nejaky darcek: 60 najchudobnejsich prinieslo len vlastnorucne vyrobenu dre-
vent sosku, ti bohatsi bud 2 zlatky, alebo 3 strieborniaky. Pritom strieborniakov bolo
darovanych viac ako 40, ale menej ako 100. Vsetky sosky dostal minister a k tomu
este sedminu vsetkych zlatiek a tretinu vsetkych strieborniakov. Krdl aj jeho minister
dostali rovnaky pocet predmetov. Zistite, kolko mohlo byt poddanych, kolko mohlo byt
darovanych zlatiek a kolko strieborniakov. (M. Volfova)

Riesenie. Oznacme pocet zlatiek z a pocet strieborniakov s. Zlatky boli darované po
dvoch, teda z je parne ¢islo, strieborniaky po troch, teda s je delitelné tromi. Pritom
s je medzi 40 a 100. Minister dostal 60 sosiek a %z + %s minci, kral dostal gz +
+ %s minci. Z toho vyplyva, Ze z musi byt delitelné siedmimi, ¢o s predchadzajicou
podmienkou znamend, ze z musi byt delitelné 14. Kral aj jeho minister dostali rovnaky
pocet predmetov, ¢o pri nasom oznaceni dava rovnicu
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Hladdme vSetky celoc¢iselné riesenia rovnice (2), ktoré vyhovuji vyssie uvedenym
podmienkam. Ked vyjadrime neznamu z,
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vidime, Ze s musi byt delitelné 15. V tvode sme si v8imli, Ze z mé byt parne, teda aj
hodnota vyrazu %s musi byt parna, ¢o znamena, Ze také s musi byt parne ¢islo. Preto
s musi byt delitelné 30, ¢o vzhladom na podmienku 40 < s < 100 znamena, ze s mdze
byt jedine 60 a 90. Pre obe tieto moZnosti dopoc¢itame z podla (3), poc¢et poddanych
potom urcime ako 60 + %s + %z. Uloha m4 nasledujiice dve rieSenia (uvedomte si, Ze

vSetky vysSie spomenuté podmienky si splnené):

strieborniakov zlatiek poddanych
60 56 108
90 42 111




Iné rieSenie. Rovnicu (2) mozno riesit aj tak, ze vyjadrime nezndmu s:

152
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Z tvodu vieme, ze z musi byt delitelné 14, preto za z postupne dosadzujeme nasobky
14 a sledujeme, ¢i plati 40 < s < 100. Ak ano, vypocitame pocet poddanych ako 60 +
+ %3 + %z (uvedomte si, Ze ostatné vyssie uvedené podmienky st splnené):

zlatiek strieborniakov poddanych
14 150
28 120
42 90 111
56 60 108
70 30

Dalej nepokracujeme, pretoze s bude vychadzat mensie ako 40; tiloha ma dve rieSenia.

Ndvrh hodnotenia. 2 body za zostavenie rovnice (1) a jej naslednu tpravu; 2 body za nijdenie jednej
moznosti; 1 bod za ndjdenie druhej moznosti; 1 bod za zdévodnenie, ze rieSeni nie je viac.

2. Matej mal v riadku v zoSite napisanych Sest roznych prirodzenych c¢isel. Druhé z nich
bolo dvojndsobkom prvého, tretie bolo dvojndsobkom druhého a podobne kazdé dalsie
cislo bolo dvojndsobkom predchadzajiceho. Matej vsetky tieto cisla opisal do nasledujii-
cej tabulky, a to v lubovolnom poradi, do kaZdého policka jedno:

Sticet oboch cisel v prvom stlpci tabulky bol 136 a sucet c¢isel v druhom stlpci bol
dvojndsobny, teda 272. Urcte siucet cisel v trefom stlpci tabulky. (Libor Simiinek)

RieSenie. Najmensie dopliiané é&islo ozna¢ime nezndmou a a pomocou nej vyjadrime
vietky doplhané &isla:
a, 2a, 4a, 8a, 16a, 32a.

V prvom stipci nemoze byt éslo 32a, pretoze sucet ktorychkolvek inych dvoch doplia-

.....

ako v prvom. Mozné sucty cisel prvého stlpca si:

a—+2a = 3a 2a + 4a = 6a 4a + 8a = 12a 8a + 16a = 24a
a4+ 4a = ba 2a + 8a = 10a 4a + 16a = 20a

a—+ 8a =9a 2a + 16a = 18a

a4+ 16a = 17a



Prirodzené ¢islo, ktoré v tychto suctoch nasobi neznamu a, musi byt delitelom d¢isla
136 =2-2-2.17. Tomu vyhovuje jedine stcet

17a = a + 16a.
Sticet ¢isel druhého stipca je potom 34a a tento mozno ziskat jedine ako
34a = 2a + 32a.

Na doplnenie do tretieho stipca teda ostavaju ¢isla 4a a 8a. Z rovnice 17a = 136
dostaneme a = 8; sticet ¢isel v tretom stlpci je teda

4da + 8a = 12a = 12 - 8 = 96.

Ndvrh hodnotenia. 3 body za poznatok, Ze v prvom stlpci je a a 16a, vratane zdévodnenia, Ze sa jedna
o0 jedint moznost; 1 bod za poznatok, ze v tretom stlpci je 4a a 8a; 2 body za vysledok 96.

3. Dany je pravidelny osemuholnik ABCDEFGH a bod X taky, Ze bod A je orto-
centrom (t.j. priesecnikom vysok) trojuholnika BDX . Vypocitajte velkosti vnitorngch
uhlov tohto trojuholnika. (Vojtéch Zadnik)

Riesenie. Bod A méa byt prieseénikom vysSok v trojuholniku BDX. To znamend, ze
na spojnici bodu A s vrcholom B lezi vyska na stranu DX, podobne na spojnici A
s vrcholom D lezi vyska na stranu BX. Strana DX je teda kolma na priamku AB,
podobne strana BX je kolmé na priamku AD (obr. 1).
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Obr. 1



Vzhladom na to, Ze body A, B a D st vrcholmi pravidelného osemuholnika, plati:

1. Kolmica na AB prechadzajica bodom D je priamka C'D. (Vonkajsi uhol pravidel-
ného osemuholnika ma velkost 45°. Uhol medzi AB a C'D je uhlom pri vrchole P
v trojuholniku BPC' a preto je pravy.)

2. Kolmica na AD predchadzajiuca bodom B je priamka BG. (AD a BG st uhlo-
priecky rovnobezné so stranami BC a AH. Tieto su rovnako ako strany AB a C'D
kolmé, a preto st uvedené uhlopriecky kolmé.)

3. Bod X je priese¢nikom priamok C'D a BG.

Teraz uz lahko ur¢ime velkosti vSetkych uhlov v trojuholniku BDX. Trojuholnik
BCD je rovnoramenny s ramenami BC' a C'D, pricom uhol BC' D je vnutornym uhlom
pravidelného osemuholnika. Odtial dopocitame

1
[<CDB| = |£CBD| = ;(180° ~ 135°) = 22,5°.

Priamky AD a BC' st rovnobezné, uhol medzi AD a BG je pravy, preto aj uhol CBX
je pravy. Odtial vyjadrime

|{DBX| = 22,5° + 90° = 112,5°.
Posledny neznédmy vnutorny uhol v trojuholniku BDX mé velkost

|{DXB| = 180° — 22,5° — 112,5° = 45°.

Ndvrh hodnotenia. 3 body za najdenie bodu X; po 1 bode za hladané uhly vratane zdovodnenia.

Pozndmka. Podobnd ulohu pozndme z domaéceho kola (Z9-I-4), takze Gvodny rozbor je mozné
zostrucnit: X je prieseénikom vysok v trojuholniku ABD.

V rieSeni niekolkokrat pouzivame zasadny poznatok, ze stucet velkosti vnutornych uhlov v Tubovol-
nom trojuholniku je 180°. Z toho vyplyva aj to, ze velkost vnttorného uhla v pravidelnom osemuholniku
je 135°.

4. V slove TESTOVANIE maji byt nahradené rovnaké pismenkd rovnakymi nenulovymi
ciframi a rozne pismenkd roznymi nenulovymi ciframi. Pritom sucin cifier vysledného
¢isla ma byt druhou mocninou nejakého prirodzeného ¢isla. Ndjdite najvicsie ¢islo,
ktoré mozno nahradenim pismen pri splneni uwvedenyjch podmienok ziskat.

(Eva Patakova)

Riesenie. V slove TESTOVANIE je 8 réznych pismen. M6zeme pouzivat len nenulové
cifry, vyberame teda osem cifier z deviatich moznych. Stcin

T . E*>.S-O-V-A-N-1T

mé byt druhou mocninou prirodzeného ¢isla. Cifry T' a E s v stéine v druhej mocnine,
sta¢i preto zabezpecit, aby suc¢in

S-O-V-A-N-I (1)

4



bol druhou mocninou prirodzeného ¢isla, t.j. aby v jeho prvociselnom rozklade boli
vSetky prvocisla v parnej mocnine. Uvazujme, ktoré ¢initele mozeme dosadzovat:

1 2 3 4 5) 6 7 8 9
1 2 3 2-2 ) 2-3 7 2:-2-2 3-3

Cifry 5 a 7 nemdZzeme v stéine (1) pouzit, pretoZze ich nemame ¢im doplnit do druhej
mocniny. Cislo, ktoré vznikne nahradenim pismen v slove TESTOVANIE, m4 byt ¢o
najvicsie, preto sa snazime postupne dopliaf ¢o najviicsie hodnoty za T, E, S atd.

Ak za T zvolime 9, ostane pre siucin (1) Sestica cifier 8, 6, 4, 3, 2, 1. Po dosadeni
tento sucin vychadza 27 - 32, ¢o nevyhovuje vyssie uvedenej poziadavke.

Ak za T zvolime 8, ostane pre stéin (1) Sestica 9, 6, 4, 3, 2, 1, ktord po dosadeni
dava 2% - 3% ¢o uvedenej poziadavke vyhovuje. Tymito ciframi nahradime S, O, V,
A, N, I prave v tomto zostupnom poradi. Pre A potom ostavaju cifry 5 alebo 7 —
vyberieme vicésie z nich. Hladané ¢islo je

8798643 217.

Ndvrh hodnotenia. 2 body za poznatok, Ze cifry 5 a 7 nemdzu byt v stcine (1); 2 body za zd6vodnenie,
ze treba zvolit T' = 8; 2 body za vysledné é&islo.
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