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58.ro¢nik Matematickej olympiady Zadania uloh MEMO

(Sitaz sa konala 24.-29. 9. 2009.)
StutaZ jednotlivcov:
I1. Najdite vSetky funkcie f: R — R také, ze

faf@) +f(f@) + f) =yf(@) + f(z+ f(y))

pre vSetky x,y € R, pricom R ozna¢uje mnozinu vSetkych redlnych ¢isel.  (Slovinsko)

I2. Majme n 2 3 roznych farieb. Nech f(n) oznacuje najvicsie celé ¢islo s vlastnostou, ze
kazda strana a kazd4 uhlopriecka konvexného mnohouholnika majiceho f(n) vrcholov
sa d& ofarbit jednou z n farieb nasledujicim sposobom:
e pouzité su aspon dve farby a
e kazdé tri vrcholy mnohouholnika ur¢uju bud trojicu tseciek rovnakej farby, alebo
trojicu useciek troch roéznych farieb.
Dokézte, Ze f(n) < (n—1)2, a Ze rovnost v tejto nerovnosti nastava pre nekoneéne vela

hodnét n. (Slovinsko)

13. Nech ABCD je konvexny Stvoruholnik, pricom strany AB a C'D nie st rovnobezné

a |AB| = |CD|. Stredy uhloprie¢ok AC a BD ozna¢me E a F. Priamka EF pretina

usecky AB, C'D postupne v bodoch G, H. Dokézte, ze |{AGH| = |{DHG]|.
(Madarsko)

I4. Najdite vSetky celé éisla k = 2 také, ze éislo n" ! — m™~! nie je delitelné ¢islom k

pre ziadnu dvojicu (m,n) roznych kladnych celych ¢isel mensich alebo rovnych k.
(Svajéiarsko)

Sata druZstiev:

T1. Realne &isla x, y, z spliiaji podmienku 22 +y% 4 22 +9 = 4(z +y + 2). Dokéite, 7e

ot 4yt 2t 16(2? + 9% + 22 282 + P 4+ 28 + 27
a zistite, kedy v nerovnosti plati rovnost. (Slovensko, Jan Mazak)
T2. Dané su realne cisla a, b, ¢, pricom ku kazdym dvom rovniciam spomedzi

2> +ar+b=0, z224+br+c=0, 224cx+a=0

existuje prave jedno redlne cislo, ktoré je rieSsenim obidvoch. Urcte vsetky mozné
hodnoty vyrazu a? 4 b? + c2. (Slovensko, Pavel Novotny)

T3. Na tabuli st napisané ¢isla 0,1,2,... ,n, pricom n = 2. V kazdom kroku zotrieme
¢islo, ktoré je aritmetickym priemerom dvoch roznych ¢isel, ktoré este na tabuli zostali.
Také kroky robime az do momentu, ked uz nemézeme zotriet Ziadne ¢islo. Oznacme



g(n) najmensi mozny pocet ¢isel, ktoré moézu na konci zostat na tabuli. Urcte g(n) pre
kazdé n. (Polsko)

T4. Kazdé policko hracej plochy rozmerov 2009 x 2009 ofarbime jednou z n farieb
(nemusime pouzit vSetky farby). Hovorime, Ze dané farba je stwvisld, ak méa na celej
ploche taku farbu iba jedno policko, alebo ak pre lubovolné dve policka tejto farby moze
Sachova dama prejst z jedného na druhé, pricom nikdy nezastavi na policku inej farby
(8achova dama sa vie pohybovat vodorovne, zvisle a diagonalne). Najdite najvicsie
také n, Ze pre Tubovolné ofarbenie hracej plochy je aspon jedna pouzitd farba suvisla.

(Polsko)

T5. V rovnobezniku ABCD, v ktorom |{BAD| = 60°, ozna¢me E priese¢nik uhlop-
riecok. Kruznica opisand trojuholniku ACD pretina priamku BA v bode K # A,
priamku BD v P # D a priamku BC v L # C. Priamka E P pretina kruznicu opisant
trojuholniku CEL v bodoch E a M. Dokéazte, ze trojuholniky K LM a C' AP st zhodné.

(Slovinsko)
T6. Dany je tetivovy Stvoruholnik ABCD, pricom |CD| = |DA|. Body E, F lezia
postupne na stranach AB, BC, pricom |{ADC| = 2| EDF)|. Usecky DK a DM st

postupne vyskou a taznicou trojuholnika DEF'. Bod L je obrazom bodu K v stredovej
stmernosti podla bodu M. Dokazte, ze priamky DM a BL st rovnobezné.  (Polsko)

T7. Najdite vSetky dvojice celych ¢isel (m,n), ktoré st rieSenim rovnice
(m+n)* = m?*n? + m? +n? + 6mn.
(Chorvatsko)
T8. Najdite vSetky rieSenia rovnice
2% 4+ 2009 = 3Y5*

v obore celych nezapornych cisel. (Litva)



