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62. ro¢nik Matematickej olympiady
2012/2013 Riesenia uloh doméceho kola kategorie Z8

1. Sucin troch prirodzenych cisel je 600. Keby sme jedného cinitela zmensili o 10,
zmendil by sa sucin o 400. Keby sme namiesto toho jedného ¢initela zvicsili o 5, zvdcsil
by sa sucin na dvojndsobok povodnej hodnoty. Ktoré tri prirodzené cisla maju tuto
vlastnost? (L. Hozova)

Napad. Z kazdej oznamovacej vety v zadani mozno priamo uréit jedného ¢initela.

RieSenie. Pracujme najskor s druhou vetou: zmensenim jedného ¢initela o 10 sa zmensi
sucin o 400. Pritom 400 st dve tretiny zo 600, teda ¢islo 10 musi byt dvoma tretinami
zo zmensovaného Cinitela. Tym je preto ¢islo 15.

Dalej pracujme s tretou vetou: zvicSenim jedného ¢initela o 5 sa zvicsi sucin na

.....

preto 5.

Z prvej vety zadania vieme, Ze suc¢in vSetkych ¢initelov je 600, dva z nich uvadzame
vysSie, treti je 600 : 15 : 5 = 8.

Informaciam zo zadania vyhovuju ¢isla 5, 8 a 15.

Iny napad. Zadanie vedie na tri rovnice o troch neznamych.

Iné rieSenie. KedZe zo zadania nie je jasné, ¢i zmensSujeme/zvicSujeme vzdy toho
istého ¢initela alebo zakazdym iného, musime prebrat obidve moznosti. V kazdom
pripade hladané prirodzené ¢isla oznacCime x, y a z.

1. Predpokladajme, Ze sa v zadani hovori o dvoch roznych ¢initeloch. V takom
pripade moézZeme informécie zo zadania prepisat nasledovne:

ryz = 600,
(z — 10)yz = 200,
z(y + 5)z = 1200.
Druhé rovnost po roznasobeni je xyz — 10yz = 200. Kedze xyz = 600, po tprave
dostavame 10yz = 400, t.j. yz = 40. Z rovnosti zyz = 600 teraz vyplyva x - 40 = 600,
t.].
r = 15.

Podobne, tretia rovnost po roznasobeni je zyz + 5xz = 1200. Kedze zyz = 600, po
uprave dostavame 5rz = 600, t.j. zz = 120. KedZe uz pozname x = 15, musi byt

z=8.
Dosadenim opéf do rovnosti zyz = 600 mame 120y = 600, odkial vyplyva
y=>5.

2. Predpokladajme, Ze sa v zadani hovori dvakrat o rovnakom ¢initelovi. V takom
pripade moézeme pisat:
xyz = 600,

(z — 10)yz = 200,
(x 4+ 5)yz = 1200.
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Rovnako ako vyssie roznasobime druht, resp. tretiu rovnost, dosadime zyz = 600 a po
uprave dostaneme 10yz = 400, t.j. yz = 40, resp. byz = 600, t.j. yz = 120. Kedze
40 # 120, vidime, Ze vychodiskovy predpoklad nemoze byt splneny.

V zadani sa hovori o dvoch réznych ¢initeloch; uvazovani vlastnost maji prave
tieto tri prirodzené cisla: 5, 8 a 15.

2. Stano zloZil 7 zhodnych utvarov, kazZdy zlepeny z 8 rovnakych swych kociek s hranou
1 cm tak ako na obr. 1.

Obr. 1

Potom vsetky ponoril do bielej farby a ndsledne kazdy z utvarov rozobral na povodnych 8
dielov, ktoré tak mali niektoré steny sivé a iné biele. Pridal k nim este 8 novych kociek,
ktore boli rovnaké ako ostatné, akurdt celé biele. Zo vsetkych kociek dokopy zloZil jednu
velku kocku a snaZil sa pritom, aby co najvicsia cast povrchu vzniknutej kocky bola
sivd. Kolko cm? povrchu bude urcite bielych? (M. Mach)

Napad. Najskor zistite, kolko ktorych kociek ma Stano pred samotnym skladanim
k dispozicii.

Riesenie. Potrebujeme uréit, z akych kociek Stano skladal svoju velku kocku. Rohové
kocky z rozlozenych obielenych atvarov majt jednu dvojicu susednych stien sivii, zvysok
biely; celkom ich je 7 -4 = 28. Ostatné kocky z tychto utvarov maju jednu dvojicu
protilahlych stien sivi, zvySok biely; celkom ich je tiez 7 -4 = 28. K tymto kockam sa
este pridalo 8 celych bielych.

Stano mal k dispozicii celkom 64 kociek, skladal teda velka kocku s ,hranou 4 malé
kocky* (4-4-4 = 64). Teraz uré¢ime pocty kociek vo velkej kocke podla poctu viditelnych
stien: Rohové kocky maju viditelné tri steny; tych je celkom 8. Na hranéach st kocky
s dvoma viditelnymi stenami; celkom ich je 12 -2 = 24. V stenach su kocky s jednou
viditelnou stenou; celkom ich je 6-4 = 24. Vnutri velkej kocky je 8 kociek, ktoré nevidno
vobec.

7 rozrezanych utvarov Stano neziskal ziadne kocky, ktoré by mali 3 sivé steny.
Zrejme teda celu sivi velkt kocku zostavit nemohol, napriek tomu, Ze celkova siva
plocha na kockach je vic¢sia nez povrch velkej kocky. My samozrejme nevieme, ako Stano
kocku skladal, ni¢ menej, aby ¢o najvicésia ¢ast povrchu bola siva, mohol postupovat
napr. takto:

e vsSetkych 8 cisto bielych kociek umiestni doprostred,

e 24 kociek so susednymi sivymi stenami pouZije na hrany velkej kocky,

e zvysSné 4 kocky so susednymi sivymi stenami umiestni do niektorych vrcholov
(tymto dostane na povrchu velkej kocky 4 biele plosky),

24 kociek s protilahlymi sivymi stenami pouzije do stien velkej kocky,
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e zvy$Sné 4 kocky s protilahlymi sivymi stenami umiestni do zvysnych vrcholov (na
povrchu pribudne 8 bielych plésok).

Pri tomto postupe by na povrchu velkej kocky bolo 12 bielych plosok, t.j. 12 cm?.

Aby bolo zrejmé, ze lepsie uz kocku zlozif nemozno, vS§imneme si nasledujice
skutoénosti: Ziadnu z kociek, ktoré maju protilahlé steny sivé, nikdy nemézeme vo
velkej kocke umiestnit tak, aby obe sivé steny bolo vidno — pouzitim vSetkych tychto
kociek mozno teda obsiahnuf nanajvys 28 cm? sivej plochy na povrchu velkej kocky.
Naopak, kocky, ktoré maji susedné steny sivé, sa daju umiestnif tak, aby obe sivé
steny bolo vidno — pouzitim vsSetkych tychto kociek mozno obsiahnut nanajvys 56 cm?
sivej plochy na povrchu velkej kocky. Na povrchu velkej kocky moze byt nanajvys 28 +
+ 56 = 84 (cm?) sivej plochy. Povrch celej kocky je 6 - 4 - 4 = 96 (cm?); na jej povrchu
teda nemdze byt menej ako 96 — 84 = 12 (cm?) bielych.

Predchadzajuci postup ukazuje jednu z moZnosti, ako tento vysledok realizovat.
Nech uz Stano postupoval akokolvek, 12 cm? povrchu kocky bude uréite bielych.

3. Dedo zabudol stvorciferny kod svojho mobilu. Vedel len, Ze na prvom mieste nebola
nula, Ze uprostred boli bud dve Stvorky alebo dve sedmicky alebo tieZ Stvorka so sedmic-
kou (v nezndmom poradi) a Ze sa jednalo o ¢islo delitelné ¢islom 15. Kolko je moznosti
pre zabudnuty kéd? Akd cifra mohla byt na prvom mieste? (M. Volfova)

Napad. Zac¢nite prostrednym dvojc¢islim, potom uvazujte ostatné podmienky zo zada-
nia.

RiesSenie. Prostredné dve miesta mozu byt obsadené prave Styrmi sposobmi:
wxddx, xTTx, *x4Tx, *x74 * .

Cislo je delitelné 15 prave vtedy, ked je delitené tromi a zaroven piatimi. Pritom &islo
je delitelné piatimi prave vtedy, ked jeho posledné cifra je bud 0 alebo 5, a ¢islo je
delitelné tromi prave vtedy, ked jeho ciferny stucet je delitelny tromi.

Ak je posledni cifra 0, tak uvazujeme nasledujiice moznosti

%440, %770, %470, %740

a hladdme prvu cifru tak, aby ciferny stcet bol delitelny tromi. Vo vSetkych pripadoch
vychadza ta istd moznéa trojica: 1, 4 alebo 7.
Ak je posledna cifra 5, tak uvazujeme podobne nasledujice moznosti

<445, 775, %475, *745.

Vo vsetkych pripadoch vychadza ta istda mozna trojica: 2, 5 alebo 8.

Podmienkam zo zadania vyhovuje 4 - 2 - 3 = 24 moznosti. Na prvom mieste moze
byt ktordkolvek nenulova cifra okrem 3, 6 a 9.



4. Dand je pravidelnd sedemcipa hviezda ako na obr. 2. Akd je velkost vyznaceného
uhla? (E. Patakova)

Obr. 2

Napad. Hladajte rovnoramenné trojuholniky, pri ktorych viete urcit velkosti vnator-
nych uhlov.

Riesenie. Hladany uhol budeme nazyvat «. Dalej oznac¢me vrcholy a stred hviezdy
ako na obr.3. Ak spojime vSetky vrcholy so stredom S, vidime vela rovnoramennych
trojuholnikov, z ktorych viaceré st navzajom zhodné. Napr. trojuholniky ASC, BSD,
..., GSB st zhodné: vsetky tieto trojuholniky maji zhodné ramena a uhol pri vrchole S
(ktorého velkost je rovna dvojnasobku velkosti uhla ASB, t.j. v = 2 - @). Uhol o
je preto rovny dvojnasobku uhla pri vrchole A v trojuholniku ASC. Kedze je tento
trojuholnik rovnoramenny, je uhol a rovnaky ako stic¢et vnutornych uhlov pri vrcholoch

AacC.

Obr. 3

Sucet velkosti vnitornych uhlov v Tubovolnom trojuholniku je 180°, preto plati
a + v = 180°, odkial Tahko dopocitame velkost uhla a:

a=180° — % - 360° = (1 . %) - 180° = (77%)0 = 77°8/34"

Pozndmka. Ak vieme (alebo zdovodnime), Ze velkost vnatorného uhla v pravidelnom
sedemuholniku je rovna % - 180°, tak moézeme tlohu doriesit nasledovne (obr.4).
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Obr. 4

Vnutorné uhly pri vrcholoch K a ) v rovnoramennom trojuholniku K AQ st von-
kajsimi uhlami pravidelného sedemuholnika K LM NOPQ); ich velkost je preto 180° —
— %180O = %1800. Stucet velkosti vntutornych uhlov v trojuholniku K AQ je o+ %180O =
= 180°, odkial vyjadrime neznému: o = (1 — 2) - 180° = ...

5. Dria 1. septembra 2007 bola zaloZend jazykovd skola, v ktorej vyucovalo sedem
pedagdgov. Dria 1. septembra 2010 k tymto siedmim ucitelom pribudol novy kolega,
ktory mal prdve 25 rokov. Do 1. septembra 2012 jeden z ucitelov zo skoly odisiel,
a tak ich zostalo opdit sedem. Priemerny vek pedagdgov na $kole bol vo vsetkijch troch
spomenutych datumoch rovnaky. Kolko rokov mal 1. septembra 2012 ucitel, ktory v skole
uZ nepracoval? Aky bol v ten deri priemerny vek ucitelov na skole? (L. Simiinek)

Napad. Pracujte so su¢tom vekov vSetkych zamestnanych ucitelov. Uvazujte, ako sa
tento sucet meni vzhladom na uvedeny datum.

Riesenie. Sucet vekov vSetkych siedmich uéitelov §koly 1. septembra 2007 oznacme c.

.....

vekov vSetkych 6smich ucitelov pracujucich v tento deri na skole bol teda
c+ 21+ 25 =c+46.

Sucet vekov tychto ésmich Tudi sa do 1. septembra 2012 zvicsil o 8 - 2 = 16. V tento
denl jeden z nich uz na skole nepracoval, jeho vek v ten den oznacime z. Stcet vekov
siedmich zvy$nych ucitelov bol v tento den rovny

c+46+16 —x =c+ 62 — .

KedZe mé byt priemerny vek uéitelov na skole vo vSetkych spomenutych ddtumoch
rovnaky, platia rovnosti

c c+46_c+62—x
78 7 '




Z rovnosti medzi prvym a tretim lomenym vyrazom priamo vyplyva, ze x = 62. U¢itel,
ktory 1. septembra 2012 uz na skole nepracoval, mal teda prave 62 rokov.
Upravami rovnosti medzi prvymi dvoma lomenymi vjrazmi odvodime hodnotu c:

¢ c+46
7 87
8c=Tc+ 7-46,
c = 322.
Priemerny vek ucitelov vo vSetkych troch spomenutych datumoch bol 322 : 7 = 46

rokov.

6. Anicka a Hanka chodili v labyrinte po Spirdlovitej cesticke, ktorej zaciatok je sche-
maticky zndzorneny na obr. 5. Strana $tvorceka v Stvorcekovej sieti md dizku 1m a celd
cesticka od stredu bludiska aZ k vychodu je dlhd 210m.

Obr. 5

Dievcatd vysli zo stredu bludiska, nikde sa mevracali a po case kaZda zastavila v nie-
ktorom z rohov. Anicka pritom presla o 24 m viac ako Hanka. V ktorych rohoch mohli
dievéata stat? Urcte vsetky rieSenia. (E. Novotna)

Napad. Najskor uréte dizky vietkjch tisekov bludiska.

Riesenie. Zo zadania vidime, Ze dizky jednotlivych tisekov bludiska sti postupne (poéi-
tané v metroch od stredu): 1, 1, 2, 2, 3, 3, 4, 4, atd. Najskor uré¢ime, aké dlhé si posledné
tseky bludiska, aby celkova dlzka bola prave 210m. Ci uz sktSanim, alebo nejakjm
pomocnym vypoctom, celkom rychlo zistime, Ze bludisko pozostava z nasledujicich
usekov:

1,1,2,2,3,3,4,4,5,56,6,7,7,8,8,9,9, 10, 10, 11, 11, 12, 12, 13, 13, 14, 14.

Anicka presla o 24m viac ako Hanka; v uvedenej postupnosti preto hfaddme niekolko
po sebe iducich ¢isel, ktorych sicet je 24. Aby bolo zrejmé, ze sme nezabudli na ziadnu
moznost, budeme postupovat systematicky podla poc¢tu tsekov, ktoré delia Anicku od
Hanky. Pre dany pocet tisekov mézeme orienta¢ne vyjadrit priemerna dizku jedného
useku. V blizkosti tejto hodnoty potom v nasej postupnosti hladdme zodpovedajici
pocet po sebe iducich c¢isel so suctom 24. Vysledok nasho snazenia zhtfna nasledujica
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tabulka:

pocet tsekov priemerné dizka riesenie
1 24 —
2 12 12, 12
3 8 —
4 6 5, 6,6, 7
5 4,8 4,4,5,5,6
6 4 3,3,4,4,5,5
7 3,4 —
8 3 1,2,2,3,3,4,4,5

Posledné riesenie v tabulke predstavuje pripad, ked Hanka presla len 1 meter, teda
najmensiu moznt vzdialenost. Preto nemd zmysel uvazovat 9 a viac tisekov. Uloha m4
péaf rieSeni; dievcéatda mohli stat v rohoch ako na obr. 6.
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