skmo.sk

62. ro¢nik Matematickej olympiady
2012/2013 Riesenia t1loh domaceho kola kategorie Z7

1. Na obr.1 je Sest kriuzkov, ktoré tvoria vrcholy Styroch trojuholnikov. Napiste do
krizkov mavzajom rozne jednociferné prirodzené cisla tak, aby v kaZdom trojuholniku
platilo, Ze cislo vnitri je suctom cisel napisanych v jeho wvrcholoch. Najdite vsetky
rieSenia. (E. Novotna)

Napad. Vsimajte si dvojice trojuholnikov so spolo¢nou stranou.

Riesenie. Oznac¢me ¢isla v krizkoch ako na obr. 2. Budeme si postupne vSimat dvojice
trojuholnikov, ktoré maju spolo¢ni stranu.

Obr. 2

Trojuholniky so spolo¢nou stranou DC': KedZze stcet ¢isel v trojuholniku DCB je
V krazkoch mozu byt len prirodzené ¢isla od 1 po 9, méme teda jedinii moznost: B = 9
aF=1.

Ked porovname trojuholniky so spolofnou stranou CB, zistime, Ze ¢islo A je
A=D+3.

Podobne porovnanim trojuholnikov so spolo¢nou stranou BD urc¢ime, ze C' = E+5
(obr. 3).



Obr. 3

7 trojuholnika so stic¢tom cisel 19 teraz vidime, ze 9+ EF +5+4+ D =19, t.j. £ +
+ D = 5. KedZe ¢islo 1 sme uz pouzili, musi byt £ = 2 a D = 3, alebo naopak. Kazda
z dvoch uvedenych moZnosti vedie na jedno riesenie, ktoré vidime na obr.4. (V oboch
pripadoch su ¢isla v krazkoch navzajom rozne.)
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Obr. 4

2. Pred nasou skolou je kvetinovy zdhon. Jednu pdtinu vsetkych kvetov tvoria tulipdny,
dve devitiny narcisy, $tyri pdtndstiny hyacinty a zvysok su sirotky. Kolko kvetov je
celkom na zdahone, ak zo Ziadneho druhu ich nie je viac ako 60 ani menej ako 307

(M. Petrova)

Napad. Mohlo by byt na zahone napr. 100 kvetov?

Riesenie. Celkovy pocet kvetov musi byt delitelny piatimi, pretoze jednu pétinu tvoria
tulipany. Z podobného dévodu musi byt pocet vSetkych kvetov delitelny deviatimi (kvoli
narcisom) a pé#tnastimi (kvoli hyacintom). Pocet vSetkych kvetov na zdhone je teda
nejaky spolo¢ny nasobok cisel 5, 9 a 15. Najmensi spoloény nasobok tychto troch ¢isel
je 45, teda celkovy pocet kvetov je nasobkom cisla 45.

V nasledujucej tabulke prechddzame postupne nasobky 45 a urc¢ujeme zodpoveda-
juce pocty jednotlivych druhov kvetov. Hladame taky riadok, kde st vSetky tieto pocty
v rozsahu od 30 do 60 (vratane).



celkom tulipany narcisy hyacinty sirotky
(c) (t=1c) (n=2c) (h = 5%c) (s=c—t—n—nh)
45 9 10 12 14
90 18 20 24 28
135 27 30 36 42
180 36 40 48 56
225 45 50 60 70

Jediny vyhovujtci pripad je zvyrazneny vo stvrtom riadku. So zvic¢sujicim sa celkovym
poctom kvetov sa zviésuju aj poéty kvetov jednotlivych druhov, takze dalsie (neuve-
dené) moznosti zrejme vyssie uvedenym poziadavkdm nevyhovujiu. Na zdhone pred
skolou mame celkom 180 kvetov.

.....

musime ostatné polozky dopocitavat — tadto moznost totiz urcite nevyhovuje. Predosla
diskusia teda moze byt uplné, aj ked tabulka je netplné.

Iné riesenie. Najskor dopocitame, aku ¢ast medzi vSetkymi kvetmi tvoria sirdtky:

Aby bol pocet sirdotok prirodzenym ¢islom, musi byt pocet vSetkych kvetov nasobkom
¢isla 45. V takom pripade st aj pocty ostatnych kvetov prirodzené cisla.

Pocty vSetkych jednotlivych druhov st v rozsahu od 30 do 60 (vratane), odkial
vieme uréit rozsah celkového poctu kvetov:

Tulipany tvoria % celkového poétu kvetov, takze pocet vSetkych kvetov musi byt

od 30 -5 = 150 do 60 - 5 = 300,

podla pomerného zastipenia narcisov musi byt pocet vSetkych kvetov
9 9
od 30 - = =135 do 60 - — = 270,
2 2
podla hyacintov musi byt pocet vSetkych kvetov
1 1
od 30-Z5 =112,5 do GO-Z5 = 225

a podla sirdtok
45 45
d30-— =96,4d - — =192.9.
od 30 11 96,4 do 60 14 92,9
Predchadzajtice $tyri podmienky maju platif sticasne, teda celkovy pocet kvetov sa

pohybuje v rozsahu od 150 do 192 (vratane). Medzi tymito ¢islami je jedinym nasobkom
45 ¢islo 180. Na zahone rastie dokopy 180 kvetov.



3. Obri Bartolomej a Koloman hovoria niektoré dni iba pravdu a niektoré dni iba klama.
Bartolomej hovori pravdu iba cez vikendy, ostatné dni klame. Koloman hovori pravdu
v pondelok, v piatok a v nedelu, ostatné dni klame.

Jedného dna Bartolomej povedal: ,Viera sme obaja klamali.“

Koloman vsak nesiuhlasil: ,Aspon jeden z nas hovoril véera pravdu.“
Ktory deri v tyzdni mozu obri viest takiyto rozhovor? (M. Volfova, V. Zadnik)

Napad. Pomozte si prehladnou tabulkou, z ktorej by bolo jasné, kedy ktory obor klame
a kedy nie.

Riesenie. Informécie zo zadania kvoli prehladnosti vpiSeme do tabulky:

Bobr Kolodéj
pondelok — +
utorok — —
streda — —
stvrtok — —
piatok — +
sobota + —
nedela + -

Bartolomej moze tvrdit ,,véera sme obaja klamali“ bud v dei, ked hovori pravdu
a stucasne predosly deri obaja obri klamali (¢o sa stat nemdze), alebo v dei, ked klame
a sucasne predosly den aspon jeden z obrov hovoril pravdu (t.j. v pondelok alebo
v utorok). Bartolomej teda moze povedat ,,véera sme obaja klamali“ jedine v pondelok
a v utorok.

Koloman moze tvrdit ,,aspon jeden z nas hovoril v¢éera pravdu® bud v deri, ked ho-
vori pravdu a sucasne predosly den aspon jeden z obrov hovoril pravdu (t.j. v pondelok
alebo v nedelu), alebo v der, ked klame a stcasne predosly den ziadny z nich pravdu
nehovoril (t.j. v stredu alebo vo $tvrtok). Koloman teda moéze povedat ,asponi jeden
z nas hovoril véera pravdu“ jedine v pondelok, v stredu, vo $tvrtok a v nedelu.

Teda jediny den, ked mézu obri viest uvedeny rozhovor, je pondelok.

4. Pani ucitelka napisala na tabulu nasledujice ¢isla:
1, 4, 7, 10, 13, 16, 19, 22, 25, 28, 31, 34, 37, 40, 43.

Dve susedné cisla sa lisia vZdy o rovnakiu hodnotu, v tomto pripade o 3. Potom z tabule
zotrela vsetky ¢isla okrem 1, 19 a 43. Dalej medzi ¢isla 1 a 43 dopisala niekolko celych
Cisel tak, Ze sa kazdé dve susedné ¢isla opdt lisili o rovnaku hodnotu a pritom Ziadne
¢islo nebolo napisané viackrdt. Kolkymi sposobmi mohla pani ucitelka éisla doplnit?

(K. Pazourek)

Napad. Moéze byt medzi doplnenymi ¢islami napr. 57

4



Riesenie. Jeden zo spdsobov, ako ¢isla doplnit, je samozrejme ten, ktory pani ucitelka
zotrela (v tomto pripade je rozdiel susednych ¢isel rovny 3). Dalsi mozny, zrejme
najjednoduchsi, spdsob je doplnit vSetky prirodzené ¢isla od 1 do 43 (v tomto pripade
je rozdiel rovny 1).

Kazdé doplnenie podla zadania je jednoznac¢ne urcéené rozdielom susednych ¢isel,
ktory oznac¢ime d. VSetky mozné doplnenia mozno teda urcif skisanim vSetkych moz-
nych rozdielov d a kontrolou, ¢i v zodpovedajicej postupnosti (zac¢inajicej ¢islom 1) st
obsiahnuté aj cisla 19 a 43.

Avsak aby v takej postupnosti bolo ¢islo 19, musi byt rozdiel 19 — 1 = 18 nejakym
nasobkom urcujicej konstanty d. Podobne, aby v takej postupnosti bolo aj ¢islo 43,
musi byt rozdiel 43 — 19 = 24 nejakym nasobkom ¢isla d. Inymi slovami, d musi byt
spolo¢nym delitelom ¢isel 18 a 24. VSetky mozné doplnenia teda zodpovedaju vSetkym
spoloénym delitelom ¢isel 18 a 24, ¢o su prave ¢isla 1, 2, 3 a 6. Pani ucitelka mohla
doplnit ¢isla na tabulu Styrmi spésobmi.

Pozndmka. Predchéddzajuce ivahy mozu byt vhodne podporené predstavou na ¢iselnej
osi; na obr. 5 je zvyraznené delenie s najviacsim moznym rozdielom d = 6.

1 7 13 19 25 31 37 43

-+ ++++te

Obr. 5

5. V sportovom aredli je upravend plocha tvaru obdlznika ABCD s dlhsou stranou AB.
Uhlopriecky AC a BD zvieraji uhol 60°. BeZci trénuji na velkom okruhu ACBDA alebo
na malej drahe ADA. Mojmir beZal desatkrdt po velkom okruhu a Vojtech pdtndastkrdt
po malej drdhe, teda pitndstkrat z A do D a pitndstkrdt z D do A. Dokopy ubehli
celkom 4,5km. Akd dlhd je uhlopriecka AC ? (L. Hozova)

Napad. Je nejaky vzfah medzi dizkou uhloprieéky a dizkou kratsej strany obdlznika?

Riesenie. Priese¢nik uhlopriecok oznac¢ime S. Musime rozhodnut, ¢i sa zadana velkost
60° vztahuje na uhol ASB alebo ASD. Kedze pre strany obdlznika plati |[AB| > |AD|,
musi byt uhol ASB tupouhly a uhol ASD ostrouhly. Velkost 60° teda prislicha uhlu
ASD (obr.6).

D C

60°

Obr. 6

V kazdom obdlZniku sa trojuholniky ASD a BSC rovnoramenné a navzajom
zhodné, v nasom pripade st dokonca rovnostranné. To znamena, ze tsecky AS, SC,
CB, BS, SD a DA st zhodné, ich dlzku (v metroch) ozna¢ime s. Chceme uréit dizku
uhlopriecky, ktora pri sicasnom oznaceni zodpoveda hodnote 2s.
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Dizka velkého okruhu je teda 6s a celkova vzdialenost, ktorti ubehol Mojmir, je
10 - 65 = 60s. Dlzka malej drahy je 2s a celkova vzdialenost, ktori ubehol Vojtech, je
15 - 2s = 30s. Obaja dokopy tak ubehli 60s 4+ 30s = 90s, ¢o je podla zadania rovné
4,5km = 4500 m. Plati preto

90s = 4 500,

odkial vypljva 2s = 100. DIzka uhlopriecky je 100 m.

6. Mdame Stvorcéekovi siet so 77 mreZovymi bodmi. Dva z nich si oznacené A a B ako
na obr. 7. Bod C nech je jeden zo zvysniych mreZovych bodov. Ndjdite vsetky mozné
polohy bodu C' tak, aby trojuholnik ABC mal obsah 6 $tvorcekov. (E. Novotna)

Obr. 7

Napad. Skusajte najskor také body, aby niektora strana trojuholnika lezala na nejakej
priamke tvoriacej Stvoréekovu sief.

RieSenie. Ak hladame rieSenie skiSanim, zvicSa zaéneme skuSat mrezové body tak,
ako naznacuje pomodcka. Uvazujme najskér mrezové body na vodorovnej priamke pre-
chadzajicej bodom A; polohu bodu C podéitame od A dolava:

1. trojuholnik je pravouhly a jeho obsah je zrejme 2 stvorceky, ¢o je malo,

2. vyska z bodu B rozdeluje trojuholnik na dva (zhodné) pravouhlé trojuholniky,
obsah je 2 + 2 = 4 stvorceky, Co je stale malo,

3. vyska z bodu B rozdeluje trojuholnik na dva (nezhodné) pravouhlé trojuholniky,

obsah je 4 + 2 = 6 StvorCekov a mame prvé vyhovujice rieSenie, ktoré oznacime
Ch.

Tento bod mozno najst aj bez sktsania, ak si véas uvedomime, ze obsah kazdého
uvazovaného trojuholnika je rovny polovici obsahu pravouholnika, ktorého jedna strana
je AC a druha je rovna 4 jednotkdm (velkost vysky z bodu B, poz. obr.8). Hladdme
preto taky mrezovy bod na myslenej priamke, aby obsah zodpovedajiceho pravouhol-
nika bol rovny 12 stvoréekom. Bod C' tak musi byt 12 : 4 = 3 jednotky od A, a aby
sme neopustili vyznacena oblast, musime smerovat dolava.

6



Obr. 8

Velmi podobnym spésobom mozno zdoévodnit aj dalSie riesenie na vodorovnej
priamke prechédzajicej bodom B, ktoré oznacime C,. (Stmerny bod podla B opit
vychddza mimo vyznacenu oblast.) Priamka C1Cs je rovnobezna s AB, takze kazdy
trojuholnik ABC, ktorého vrchol C' lezi na tejto priamke, ma ta istt vysku na stranu
AB, teda aj ten isty obsah. Hladdme teda také mreZzové body, ktoré sucasne leZzia na
priamke C7C5. Takto ndjdeme bod, ktory je oznaceny C3 (obr.9).

Cs ‘

Obr.9

Analogickou tvahou v opacnej polrovine ohranicenej priamkou AB zistime, Ze
zvysné rieSenia su prave tie mrezové body, ktoré stcasne lezia na vyznacenej priamke
na obr. 10. Takto nachadzame posledny vyhovujtci bod, ktory je oznaceny Cjy.
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Obr. 10

Uloha mé spolu 4 rieSenia, ktoré sme postupne oznaéili Cy, Cs, Cs a Cy.

Poznamky. V uvedenom rieSeni predpokladame znalost faktu, Ze obsah lIubovolného
trojuholnika je rovny polovici pravouholnika, ktory mé jednu stranu spolo¢nt s troj-
uholnikom a druhti zhodna s vyskou na tuto stranu. Jednoduché zdévodnenie tohto
tvrdenia je v podstate ukazané v rieseni tlohy Z6-1-2.

Aj bez tohto poznatku sa da tloha doriesit sktiSanim, ako sme naznadili v avode.
Obsah Tubovolného trojuholnika ABC s vrcholmi v mrezovych bodoch sa da vzdy
vyjadrif nasledovne:

e trojuholniku ABC' opiseme pravouholnik, ktorého strany lezia na priamkach tvo-
riacich Stvoréekovu siet,

e ak je to nutné, rozdelime doplnkové plochy k trojuholniku v opisanom pravouhol-
niku na pravouhlé trojuholniky, prip. pravouholniky;,

e obsah trojuholnika vyjadrime ako rozdiel obsahu opisaného pravouholnika a obsa-
hov jednotlivych doplnkovych casti z predchadzajiceho kroku.

Vypocet obsahov niektorych trojuholnikov by podla tohto navodu vyzeral nasle-
dovne (poz. predoslé obrazky):

SABCl:3'4—T—T:12—6:6,
4.4 1-4
SABCQZ4'4—T—T:16—10:6,
5-8 4-4 1-4
=5 8—"— -~ — 14— "——=40-34=
Sapc, =58 5 5 5 0-3 )
1-4 2-4 1-8
—92.8 — — — =16 — 10 = 6.
Sapc, 8§~ — 5 5 6—10=6

V8imnite si, Zze ani pri tomto postupe nie je nutné vycerpavat vSetky moznosti: ak
méame napr. zistené, ze bod C5 je rieSenim, urcite uz nemusime uvazovat také mrezové
body, ked by zodpovedajuci trojuholnik bud obsahoval trojuholnik ABC5 alebo bol jeho

.....

v druhom pripade mensi).
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