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62. ro¢nik Matematickej olympiady
2012/2013 Riesenia uloh doméceho kola kategorie Z6

1. Lubos si mysli trojciferné prirodzené cislo, ktoré md vsetky svoje cifry nepdrne.
Ak k nemu pripocita 421, dostane trojciferné cislo, ktoré nemd ani jednu svoju cifru
neparnu. Najdite vsetky ¢isla, ktoré si moze Lubos mysliet. (L. Simiinek)

Napad. Zapiste si ¢isla pod seba a uvazujte ako pri pisomnom scitani.

Riesenie. Cifry mysleného ¢isla oznacime postupne Ni, N, N3. Sc¢itanie uvedené
v zadani znazornuje nasledujtica schéma:

N1 N3 N3
4 2 1

P, P, Ps

Pre kazdé neparne N3 je sucet N3+ 1 parny. AvSak pre kazdé neparne Ns je stucet No+2
nepérny. Aby sme napriek tomu dostali vo vysledku v stlpci desiatok parnu cifru, musi
pri s¢itani v stipci jednotiek nastat prechod cez desiatku. Teda N3 moze byt jedine 9.

Pre kazdé neparne N; je stucet N7 + 4 neparny. Ak méa byt napriek tomu vo
visledku v stlpci stoviek parna cifra, musi pri séitani v stipci desiatok nastat prechod
cez desiatku. Teda Ny moze byt iba 9 a 7.

Pri séitani na mieste stoviek prechod cez desiatku nastat nesmie, pretoze vysledok
méa byt podla zadania trojciferny. Teda N7 moze byt iba 1 alebo 3.

Zoskupenim pripustnych cifier dostavame celkom $tyri ¢isla, ktoré si Lubo$ mohol
mysliet:

179, 199, 379 a 399.

2. Na obr. 1 st vyznacené mrezZové body stvorcekovej siete, z ktorych dva su pomenované
A a B. Nech bod C je jeden zo zvysnych mreZovych bodov. Ndjdite vsetky mozné polohy
bodu C' tak, aby trojuholnik ABC mal obsah 4,5 stvoréeka. (E. Novotna)
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A

Obr. 1

Napad. Obsah kazdého trojuholnika sa d4 vyjadrif pomocou obsahu (nanajvys) dvoch
pravouhlych trojuholnikov.

Riesenie. Ndhodnym sktSanim mreZzovych bodov velmi skoro zistime, Ze potrebujeme
rozobrat tri kvalitativne odlisné pripady, ked trojuholnik ABC je a) pravouhly s pravym
uhlom pri vrchole A alebo B, b) ostrouhly alebo ¢) tupouhly.
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a) Predpokladajme, Ze trojuholnik ABC je pravouhly s pravym uhlom pri vrchole
A alebo B. Budeme uvazovat prvi moznost, rieSenie v druhom pripade bude stiimerné.

Taky trojuholnik tvori prave polovicu pravouholnika, ktorého jedna strana je AB
a druhd AC. Obsah tohto pravouholnika mé byt rovny 9 Stvoréekom. Velkost AB je
3 jednotky, bod C teda musi byt 9 : 3 = 3 jednotky od A. Tento bod oznac¢ime Cf,
stmerné rieSenie vlavo od bodu B je oznacené Cy (obr. 2).

:02. C g
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Obr. 2

b) Predpokladajme teraz, ze bod C' je nejaky mrezovy bod v pase medzi priamkami
AC, a BC5. Trojuholnik ABC rozdelime vyskou na stranu AB na dva mensie pravouhlé
trojuholniky. Kazdy z tychto trojuholnikov je polovicou nejakého pravouholnika, poz.
sobkom obsahu trojuholnika ABC'. Jedna strana tohto pravouholnika je AB a druha
je zhodna s vyskou C'P. Hladdme teda taky bod C, aby obsah takého pravouholnika
bol 9 stvorcekov. Skusanim alebo tvahou ako vyssie odhalime dve rieSenia, ktoré s
vyznacené ako Cs a Cy.

Cy
Cs

=~

Obr. 3

c¢) Nakoniec musime rozobrat moznosti, ked bod C' je nejaky mreZovy bod mimo
pasu urceného priamkami AC; a BCs. Trojuholnik ABC' je v tomto pripade tupouhly
a vyska na stranu AB ide mimo neho; pétu tejto vysky oznacime opit P. Budeme
uvazovat len trojuholniky s tupym uhlom pri vrchole A, zvy$né rieSenia st stmerné.

Obsah trojuholnika ABC' je teraz rozdielom obsahov pravouhlych trojuholnikov
CPB a CPA. Kazdy z tychto trojuholnikov je polovicou vhodného pravouholnika
(obr.4). Rozdiel obsahov tychto pravouholnikov je teda dvojndsobkom obsahu troj-
uholnika ABC' a je rovnaky ako obsah pravouholnika, ktory je na obr.4 obtiahnuty
neprerusovanou ¢iarou. Jedna strana tohto pravouholnika je AB a druha je zhodnéa
s vyskou C'P. Hladame teda taky bod C, aby obsah takého pravouholnika bol 9
stvorcekov. Skusanim alebo tivahou ako vyssie odhalime dve rieSenia, ktoré st oznacené
ako Cj5 a Cg. Stimerné riesenia nad priamkou BCs su C7 a Cs.
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Obr. 4

Uloha ma spolu 8 rieseni, ktoré sme postupne oznacili (', ..., Cs.

Poznamky. Predstava so suc¢tovym pravouholnikom v odseku b), resp. rozdielovym
pravouholnikom v odseku c), nie je nutnd na uspesné doriesenie tulohy. Staci, ked
si rieSitel uvedomi, ze obsah trojuholnika ABC je suc¢tom, resp. rozdielom, obsahov
pravouhlych trojuholnikov CPB a C'PA. Zdévodnenie, Ze napr. vyznaceny bod C5 je
rieSenim, potom moze vyzerat nasledovne:
g 35 3-2 9
ABC = 5T~ 5 Ty
Vsimnime si, Ze pre Iubovolny bod C' na priamke C;Cs vyjde podla predoslych
uvah obsah trojuholnika ABC tiez 4,5 Stvorceka. Vlastne sme tak dokazali, Ze obsah
Tubovolného trojuholnika je rovny polovici pravouholnika, ktory ma jednu stranu spo-
lo¢nt s trojuholnikom a druht zhodnt s vyskou na tuto stranu.
Pokial ziak tento fakt uz pozné, je rieSenie obzvlast jednoduché: stac¢i najst jeden
vyhovujuci bod a vSetky ostatné si mrezové body leziace na rovnobezke s priamkou AB,
ktora prechadza tymto vyhovujicim bodom.

3. 0Obri Koloman a Bartolomej hovoria niektoré dni iba pravdu a niekedy iba klama.
Koloman hovori pravdu v pondelok, v piatok a v nedelu, ostatné dni klame. Bartolomej
hovori pravdu v stredu, stvrtok a piatok, ostatnée dni klame.

1. Urcte, kedy moze Koloman povedat: ,Viera som hovoril pravdu.“
2. Jedného dna obaja povedali: ,Viera som klamal.“ V ktory den to bolo?
(M. Volfova)

Napad. Pomozte si prehladnou tabulkou, z ktorej bude jasné, kedy ktory obor klame
a kedy nie.

Riesenie. Informécie zo zadania kvoli prehladnosti vpiseme do tabulky:

Koloman Bartolomej
pondelok + —
utorok — —
streda — +
stvrtok — +
piatok + +
sobota — —
nedela + —




1. Koloman urcite moze povedat ,,véera som hovoril pravdu“ v pondelok, pretoze
v pondelok hovori pravdu a v nedelu (vcera) tiez. Iné dvojica po sebe iducich dni, pocas
ktorych hovori pravdu, nie je. Ak by Koloman povedal zadany vyrok v den, ked prave
klame, znamenalo by to, Ze predosly den v skuto¢nosti klamal. To by sa mohlo stat
jedine v stredu alebo vo stvrtok. Koloman teda moze tvrdit ,,véera som hovoril pravdu
v pondelok, v stredu a vo Stvrtok.

2. Podobne, ked niektory z obrov povie ,,véera som klamal“, méze to byt bud v de,
ked hovori pravdu a stcasne predosly den klamal, alebo naopak. Koloman moze tento
vyrok prehlésit v utorok, v piatok, v sobotu a v nedelu; Bartolomej v stredu a v sobotu.
Jediny den, ked mo6zu obaja tvrdit ,,véera som klamal“, je sobota.

4. Eva md tri listocky a na kaZdom z nich je napisané jedno prirodzené cislo. Ked
vyndsobi medzi sebou vsetky mozné dvojice cisel z listockov, dostane vysledky 48, 192
a 36. Ktoré cisla si napisané na Evingch listockoch? (E. Novotna)

Napad. Vsimnite si, ze 192 = 48 - 4.

Riesenie. Predpokladajme, Zze vysledok 48 dostaneme, ked vynéasobime ¢isla z prvého
a druhého listocka, vysledok 192 dostaneme z prvého a tretieho listocka a vysledok 36
z druhého a tretieho listocka.

Kedze 192 = 48 - 4, ¢islo na trefom listocku musi byt Stvornasobkom ¢isla na
druhom listoc¢ku. Na druhom listoc¢ku je teda také ¢islo, ze ked ho vynésobime s jeho
Stvornasobkom, dostaneme 36. To znamend, ze keby sme toto ¢islo vynasobili so sebou
samym, dostali by sme Stvrtinu predchédzajiaceho vysledku, t.j. 9. Na druhom listocku
je teda ¢islo 3. Na trefom listocku potom musi byt 3 -4 = 12 a na prvom 48 : 3 = 16.
Na Evinych listockoch si1 napisané tieto ¢isla: 16, 3 a 12.

Iny napad. Kazdé prirodzené ¢islo sa da napisat ako sucin dvoch prirodzenych ¢isel
iba konecne vela sposobmi.

Iné rieSenie. Rovnako ako pri predosSlom rieSeni predpokladdme, Ze vysledok 48
dostaneme vynasobenim ¢isel z prvého a druhého listocka, vysledok 192 dostaneme
z prvého a tretieho listocka a vysledok 36 z druhého a tretieho listocka.

Cislo 36 mdzeme napisat ako suéin dvoch prirodzenych ¢isel iba piatimi spésobmi:

36=1-36=2-18=3-12=4-9=6-6.

.....

.....

a druhého). Odtial mame iba Styri mozné dvojice ¢isel na druhom a trefom listocku.
Zo znamych hodnot sucinov ¢isel na listockoch dopocitame dvojakym sposobom cislo
na prvom listocku, a ak sa tieto vysledky budt zhodovat, ndjdeme rieSenie.

2. ¢islo 3. ¢islo 1. ¢islo
(z) () (48:x) | (192:y)
1 36 48 —
2 18 24 —
3 12 16 16
4 9 12 —




(Pomlcka oznacuje, Ze ¢isla nemozno delit bezo zvysku, t.j. vysledok nie je prirodzené
¢islo.) Vidime jedind vyhovujicu moznost: na Evinych listockoch sti napisané ¢isla 16,
3al2.

5. Na obr. 5 je tutvar zloZeny z dvandstich zhodnych kociek. Na kolko roznych miest
mozZeme premiestnit tmavi kocku (oznacend Sipkou), ak chceme, aby sa pouvrch zosta-

veného telesa nezmenil?
’Z el

Obr. 5

Rovnako ako pri povodnom telese sa aj pri novom telese musia kocky dotykat celymi
stenami. Poloha svetljch kociek sa menit nemaze. (D. Reichmann)

Napad. Ako sa zmeni povrch telesa po odstraneni tmavej kocky?

Riesenie. Pévodne st na povrchu zostaveného telesa tri steny tmavej kocky, ostatné
tri jej steny sa dotykaju svetlych kociek. Po odstraneni tmavej kocky sa celkovy povrch
telesa nezmeni (tri tmavé steny sa nahradia tromi svetlymi).

Aby sa povrch telesa nezmenil ani po prelozeni tmavej kocky, musi sa tato dotykat
prave troch svetlych kociek (tri svetlé steny budt nahradené tromi tmavymi). Skusanim
rychlo zistime, Ze tmavi kocku mozeme premiestnit jedine na tri miesta znazornené na

. .

Obr. 6

6. Obsluhujici v bufete U Svindliara vidy zapocitava platiacemu hostovi do ictu aj
ddtum: celkovi minuti sumu zvic¢si o tolko centov, kolky deri v mesiaci prdve je.
V septembri sa v bufete dvakrdt zisla trojica priatelov. Prvykrdt platil kazdy z nich
zvldst, obsluhujici teda vidy pripisal datum a Ziadal od kaZdého 1,68€. O Styri dni tam
olovrantovali znova a dali si presne to isté ¢o minule. Tentoraz vsak jeden platil za
vsetkych dokopy. Obsluhujici teda pripisal datum do uctu iba raz a vypytal si 4,86 €.
Priatelom sa nezdalo, Ze aj ked sa ceny v jeddlnom listku nezmenili, maji olovrant
lacnejsi ako minule, a podvod odhalili. Kolkého septembra prdve bolo, ked podvod
odhalili? (L. Simiinek)



Napad. Urcte, aky by bol ich celkovy ucet, keby aj druhykrat zaplatil kazdy zv1ast.

Riesenie. Keby v dei, ked priatelia odhalili ¢asnikov podvod, platil kazdy zvI&st,
vypytal by si ¢asnik od kazdého 1,68+0,04 = 1,72 (€). Celkom by tak zaplatili 3-1,72 =
= 5,16 (€). Tym, ze platil jeden za vSetkych, sa cena znizila o sumu zodpovedajicu
dvojnasobku datumu. Tato cena je podla zadania 4,86 €. Dvojnasobku datumu teda
zodpoved4 suma 5,16 — 4,86 = 0,30 (€). Cislo v datume je 30 : 2 = 15; priatelia podvod
odhalili 15. septembra.

Pozndmka. Svoj vysledok si mozeme overit zavere¢nym zhrnutim: Prvykrat boli pria-
telia v bufete 11. septembra. Kazdy mal podla jedélneho listka platit 1,57 €, platil vsak
1,57 + 0,11 = 1,68 (€). Druhykrat sa v bufete zisli 15. septembra. Jeden za vsetkych
mal podla jedalneho listka zaplatit 3 - 1,57 = 4,71 (€), ¢asnik si vSak vypytal 4,71 +
+ 0,15 = 4,86 (€).

Slovenské komisia Matematickej olympiady

Autori: Svetlana Bednafova, Monika Dillingerova, Libuse Hozova, Veronika Hucikovi,
Marie Krejcova, Martin Mach, Eva Patdkova, Karel Pazourek, Michaela Petrova,
Miroslava Smitkova, Libor Simtinek, Erika Novotna, Marta Volfova, Vojtéch Zad-
nik

Recenzenti: Svetlana Bednarova, Monika Dillingerova, Veronika Hucikova, Miroslava Smit-
kova, Erika Novotna, Peter Novotny

Redakénd tprava:  Erika Novotna, Peter Novotny
Vydal: IUVENTA — Slovensky institit mladeze, Bratislava 2012



