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62. ro¢nik Matematickej olympiady
2012/2013 Riesenia tloh krajského kola kategorie B

1. Pre lubovolné redlne c¢isla k # +1, p # 0 a q dokdzte tvrdenie: Rovnica

z? + pr+q=0
md v obore redalnych cisel dva korene, z ktorych jeden je k-nasobkom druhého, prave
vtedy, ked plati kp? = (k +1)2q. (Jaromir Sims3a)

Riesenie. Cisla 1, x5 st korefimi danej kvadratickej rovnice prave vtedy, ked plati
T1+T2=—-p a T1T2 =(q. (1)

Predpokladajme, ze dané kvadratickd rovnica ma realne korene 1 = «, xo = ka.
Dosadenim do (1) dostaneme (k + 1)a = —p a ka? = q. Pre obe strany dokazovanej
rovnosti kp? = (k + 1)2q odtial vyplyva

kp? = k(—(k+ D)’ = k(k+1)%a?,
(k+1)2¢=(E+1)? - ka® = k(k +1)%a?,

teda dand rovnost skutoéne plati.

Nech naopak pre realne ¢isla p, g a k # —1 plati kp? = (k+1)2¢. Uvazujme dvojicu
realnych cisel
e A
k1 T k41
Také ¢isla (pre ktoré plati x; = ko) s korenmi danej kvadratickej rovnice, ak spliiaja
obe rovnosti (1). Overenie urobime dosadenim:
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Tym je cely dokaz hotovy.

Za uplné rieSenie dajte 6 bodov, z toho 1 bod za zostavenie ststavy rovnic (1) spolu s podmienkou
z2 = kzi. Dalsi 1 bod dajte za elimindciu niektorych premennych z tejto sustavy rovnic. Za dékaz
prvej implikacie potom dajte 2 body, za dékaz opacnej implikacie tiez 2 body.

2. Obec ma 100 obyvatelov. Vieme, Ze kazdy z mich md v obci prdve troch zndmych.
(Zndmosti si vzdjomné.)
a) Dokazte, Ze v obci existuje skupina 25 0sob, medzi ktorymi sa Ziadne dve
nepoznaji.
b) Ndajdite najmensie prirodzené ¢islo n s vlastnostou, Ze v lubovolnej skupine
n 0sob kaZdej takej obce existuje dvojgica znamych.
(Jan Mazak)

RieSenie. a) Predpokladajme, Ze existuje skupina N majaca k osdb, v ktorej nie je
dvojica znamych. (Urcite aspon pre k = 1 taka skupina existuje.) Do skupiny O zaradme
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vSetky osoby, ktoré maju aspon jedného znadmeho v skupine N. V skupine O je nanajvys
3k osdb. V oboch skupinach O a N je teda dokopy nanajvys 4k osob. Preto v pripade
4k < 100 (k < 25) mdzeme v obci najst osobu, ktora nepatri do Ziadnej zo skupin N
a O. Ak ju pridame do skupiny IV, nebude v takto vytvorenej skupine ziadna dvojica
znamych a tato skupina bude mat k + 1 os6b. Opakovanim tohto postupu tak ziskame
skupinu asporni 25 0sdb, v ktorej neexistuje dvojica znamych, ¢o dokazuje tvrdenie a).

b) UkazZeme, ze skupina, v ktorej neexistuje dvojica zndmych, pozostava nanajvys
z 50 0s6b. Predpokladajme, zZe existuje skupina M majica m os6b, v ktorej neexistuje
dvojica znamych. Kazdy c¢lovek zo skupiny M sa teda pozna s tromi osobami zo zvysnej
skupiny 100 — m os6b. To je spolu 3m znamosti, ¢o nemoze byt viac, ako je celkovy
pocet znadmosti Iudi zo skupiny mimo M, a ten je nanajvys (niektori sa mozu poznat
navzajom) 3(100 — m), preto 3m < 3(100 — m), ¢ize m < 50, ¢o sme chceli dokéazat.

V obci moézu existovat dokonca dve 50-¢lenné skupiny, v ktorych sa nevyskytuje
Ziadna dvojica znamych. Napr. ked sa osoba 1 pozné s osobami 51, 52, 53, osoba 2 sa
pozna s osobami 52, 53 a 54, ..., osoba 48 sa pozna s osobami 98, 99 a 100, osoba 49 sa
pozna s osobami 99, 100, 51 a osoba 50 sa pozna s osobami 100, 51, 52. Kazda z osob tak
ma troch znamych a v skupinach oséb 1,2,...,50 a 51,52,...,100 neexistuje ziadna
dvojica znamych.

Cislo n = 51 je teda najmensim prirodzenym é&islom s vlastnostou, Ze v skupine
n 0sob, z ktorych kazda ma v obci so 100 obyvatelmi préve troch znamych, vzdy existuje
dvojica znamych.

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov. Za dokaz casti a) dajte nanajvys 2 body. Za cast b) dajte nanajvys

4 body, z toho 2 body za konstrukciu pripadu, ked existuje skupina 50 0sdb, z ktorych ziadne dve sa
nepoznaju, 2 body za dokaz, ze v kazdej skupine 51 0s6b mozno ndjst dvojicu znadmych.

3. Urcte véetky trojice (a,b,c) celych kladnych cisel, pre ktoré plati
2a—|—2b—|—1 + 4(1 T 16b — 40.

(Jaroslav Svréek)

RieSenie. Danta rovnicu mozeme prepisat ako
2a+2b+1 4 22a 4 24b — 220. (1)

Ozna¢me m = min(a + 2b + 1, 2a,4b). Lavi stranu rovnice (1) tak moézeme zapisat
v tvare
2a+2b+1 + 22(1 + 24b — 2m(2a+2b+1—m + 22a—m + 24b—m)'

Pritom aspon jeden z exponentov (a+2b+ 1 —m,2a —m,4b—m) je nulovy a prislusna
mocnina dvojky je tak rovna 1. Ak by zvy$né dva exponenty boli kladné, bolo by
ako 1. Preto s nulové aspori dva z exponentov, takze v trojici (a+2b+1, 2a, 4b) existuju
dve rovnaké cisla, ktoré st nanajvys rovné tretiemu z nich.

Ak by bolo a+2b+1 = 2a, dostali by sme a = 2b+1, ¢o je v spore s predpokladanou
nerovnostou 2a < 4b. Podobne z rovnosti a + 2b + 1 = 4b vyplyva a = 2b — 1, ¢o je
v spore s nerovnostou 4b < 2a. Nutne teda plati 2a = 4b, t.j. a = 20.

Lavéa strana danej rovnice tak mé tvar

2a+2b+1 + 22a ‘I’ 24b — 24b+1 + 24b ‘I’ 24b — 4 X 24b — 24b+2.



Preto je rovnica splnend prave vtedy, ked 2¢ = 4b + 2, ¢ize ¢ = 2b + 1.
Pre Tubovolné prirodzené ¢islo b je tak trojica (a,b,c) = (2b,b,2b + 1) rieSenim
danej rovnice a ziadne iné rieSenia neexistuju.

Iné riesenie. Lavu stranu danej rovnice méZzeme upravit nasledujicim sposobom:
9a+2b+1 4 ga 4 165 = 2.99. 45 1 (29)2 4 (40)2 = (2% + 40)2.
Po odmocneni oboch stran tak dostaneme ekvivalentnti rovnicu
20 4 4b = 2¢, Gize 294220 =2°,

7 jednoznacnosti zapisu ¢isla v dvojkovej stistave alebo sposobom podobnym rieSeniu
tlohy B-I-1 potom mozeme zistit, ze a = 2b, odkial vyplyva ¢ = 2b + 1. Rovnako ako
v predchadzajicom rieseni sme tak dosli k zaveru, ze vSetky riesenia rovnice su tvaru
(a,b,c) = (2b,b,2b+ 1), pricom b je Tubovolné prirodzené ¢islo.

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov. Pri postupe ako v prvom rieSeni dajte 1 bod za vyjadrenie ¢lenov
rovnice ako mocniny &isla 2, 2 body za dokaz, ze sa v trojici (a + 2b + 1, 2a, 4b) musia dva ¢&leny sebe
rovnat, 1 bod za dokaz, ze plati 2a = 4b, za vypodcet ¢ a za uvedenie spravnej odpovedi zvysné 2 body.

Pri druhom postupe dajte 3 body za vyjadrenie lavej strany rovnice ako druhej mocniny, 2 body za
tivahu vedticu na rovnost a = 2b a 1 bod za dopoéitanie ¢ a spravnu odpoved.

4. V rovine su dan€ kruzZnice m, n, ktoré sa pretinaji v bodoch K, L. Dotycnica
v bode K ku kruznici m pretina kruznicu n v bode A # K, dotycnica v bode L ku
kruznici n pretina kruznicu m v bode C # K. Bod B # L je priesecnik priamky AL
s kruznicou m a bod D # K je priesecnik priamky CK s kruZnicou n. DokdzZte, Ze
stvoruholnik ABCD je rovnobeznik. (Pavel Leischner)

Riesenie. Obvodovy uhol KAL a tisekovy uhol CLK tetivy KL v kruznici n si
zhodné. Podobne sa zhoduju aj obvodovy uhol KCL a tsekovy uhol AK L tetivy KL
v kruznici m (obr. 1). Trojuholniky AKL a LCK sa tak zhoduju v dvoch vnatornych
uhloch, a preto sa zhoduju aj v tretom uhle. Uhly ALK a LKC st teda zhodné,
a preto st zhodné aj ich doplnky do 180°, ktorymi st obvodové uhly ADK, resp.
LBC v uvazovanych kruzniciach. Zhodnost uhlov ALK a LK C dokazuje rovnobeznost
priamok AL a CK (teda priamok AB a CD), ktora spolu so zhodnostou uhlov ADK
a LBC znamen4, Ze aj priamky AD a BC st rovnobezné. Stvoruholnik ABCD je teda
rovnobeznik, ¢o sme chceli dokéazat.




Poznamka. Akonéhle pomocou zhodnych uhlov ALK a LKC' zistime, Ze priamky
AB a CD st rovnobezné, mdzeme konstatovat, Ze oba tetivové stvoruholniky ADLK
a BLKC' su bud pravouholniky, alebo rovnoramenné lichobezniky so zhodnymi uhlami
pri zakladniach. V oboch pripadoch to uz zrejme zarucuje rovnobeznost druhej dvojice
priamok AD a BC.

Za plné riesenie dajte 6 bodov. Tvrdenia o rovnostiach dvojic uhlov KAL, CLK a KCL, AK L ocente

po 1 bode, za dékaz rovnobeznosti AB a CD dajte 2 body a za dokaz rovnobeznosti AD a BC dalsie
2 body.

Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov.
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