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62. roénik Matematickej olympiady
2012/2013 Riesenia tloh krajského kola kategorie C

1. V tanecnej sa zisla skupina chlapcov a dievéat. KaZdy z pritomnych 15 chlapcov poznad
prave 4 dievéatd a kaZdé dievéa poznd prdve 10 chlapcov. (Znamosti si vzdjomné.)
Dokazte, Ze lubovolni dvaja chlapci maji aspori dve spoloéné zndme. (Jan Mazak)

Riesenie. Do kazdej znamosti vstupuje prave jeden chlapec a kazdy z chlapcov méa
prave styri znamosti, spolu teda v tanecnej existuje 15 -4 = 60 znamosti. V kazdej
znamosti je vSak zastipené prave jedno dievéa a kazdé dievéa mé prave desat znamosti.
Ak oznacime d pocet dievéat, tak 10 - d = 60. V tanecnej je teda 6 dievcat. Uvazujme
IubovoIného z chlapcov, povedzme Tomésa. Toméas poznd 4 dievéaté, v taneénej su teda
iba dve dievcatéa, ktoré Toméas nepozna. Lubovolny dalsi chlapec vSak poznd tiez Styri
dievéatd, musi tak poznat aspon dve z dievéat, ktoré poznd Tomas.

Za uplné riesenie dajte 6 bodov. Odvodenie celkového poctu znamosti ocenite dvoma bodmi a urcenie
poc¢tu dievéat dalsimi dvoma bodmi.

2. Vnatri rovnobeznika ABCD je dany bod K a v pdse medzi rovnobezkami BC' a AD
v polrovine opacnej k CDA je dany bod L. Obsahy trojuholnikov ABK, BCK, DAK
a DCL su SABK = 18CH12, SBCK = 80m2, SDAK = 16C1’I12, SDCL = 36CH12.
Vypocitajte obsahy trojuholnikov CDK a ABL. (Pavel Novotny)

Riesenie. Trojuholniky ABK a CDK maju zhodné strany AB a C'D a stcet ich vysSok
vy a v (vzdialenosti bodu K od priamky AB, resp. C'D) je rovny vyske v rovnobeznika
ABCD (vzdialenosti rovnobeznych priamok AB a C'D, obr. 1). Preto sucet ich obsahov
dava polovicu suctu obsahu daného rovnobeznika:

1 1 1 1 1
SaBx +Scpk = §‘AB|1}1 + §|CD"02 = E‘AB’ . (Ul —|—’U2) = §‘AB’ CU = §SABC’D-

Podobne aj Spox + Spax = %SABCD, teda

Scpk = Spok + Spax — Sapx = 6cm?.




Trojuholniky ABL a DC'L maja zhodné strany AB a C'D. Ak v3 oznacuje prislusna
vysku druhého z nich, je vyska prvého z nich rovna v + v3, takze pre rozdiel obsahov
tychto trojuholnikov plati

1 1 1
SapL — Spcr = §|AB| (v+4v3) — §|C’D] cU3 = §\AB| (v4 vy —v3) =

1 1
= §|AB| e §SABCD = Spck + Spak.

Odtial vyplyva
2
SaprL = Spck + Spak + Spor = 60cm”.
Za Gplné riesenie dajte 6 bodov. Za uréenie kazdého z obsahov dajte 3 body. Len za objavenie (a dokaz)

faktu, ze sucet obsahov ,protilahlych“ trojuholnikov ABK a CDK ¢i BCK a AKD déava polovicu
obsahu celého rovnobeznika, dajte 2 body.

3. Ndjdite vsetky dvojice celyjch kladnijch ¢isel a a b, pre ktoré je ¢islo a® +b o 62 vicsie
ako ¢islo b? + a. (Jaromir Sims3a)

RieSenie. Zadanie zapiSeme rovnostou, ktorej pravi stranu rovno upravime na saéin:
62 = (a>+b) — (b*+a) = (a*> —b*) —(a—b) = (a—b)(a+b—1).
Sucin celych ¢isel u =a —ba v =a+b—1 je teda rovny sucinu dvoch prvocisel 2 - 31.
Kedze v 2 14+1—1 =1, je nutne aj ¢islo u kladné a zrejme u < v, takze (u,v) je jedna
z dvojic (1,62) alebo (2,31). Ak vyjadrime naopak a, b pomocou u, v, dostaneme
u+v+1 v—u-+1
a=—769©— a b=——"—.
2 2

Pre (u,v) = (1,62) tak dostavame rieSenie (a,b) = (32,31), dvojici (u,v) = (2,31)
zodpovedd druhé riesenie (a,b) = (17,15). Iné rieSenia tloha nema.
Za Uplné riesenie dajte 6 bodov. Za uhadnutie oboch rieseni dajte 1 bod (t.j. iba za jedno uhadnuté

rieSenie ziadny bod). Za uvedeny rozklad dajte 2 body, a ak si je riesitel vedomy toho, Ze mu staci
preskimat iba konec¢ne vela moznosti, pridajte dalsi 1 bod.

4. Urcte najmensie celé kladné ¢éislo v, pre ktoré plati: Medzi lubovolnymi v vrcholmi
pravidelného dvadsatuholnika mozno ndjst tri, ktoré su vrcholmi pravouhlého rovnora-
mennéeho trojuholnika. (Jaromir Sims3a)

RiesSenie. Nech A1 As ... Ay je pravidelny dvadsatuholnik. Podla Télesovej vety jedine
niektory z desiatich priemerov A; A1, AsAqs, ..., A1gAs opisanej kruznice moze byt
preponou hladaného pravouhlého trojuholnika, takze skiimané tvrdenie neplati pre v =
= 10 (ani pre ziadne v < 10): sta¢i vybrat po jednom z vrcholov na roznych priemeroch
a nebude existovat ziadny pravouhly trojuholnik s takto vybranymi vrcholmi.

V druhej casti rieSenia ukazeme, ze vyhovuje v = 11. VSetkych 20 vrcholov
dvadsatuholnika rozdelime na p#t stvoric vrcholov stvorcov A1 AgA11416, AsA7A10A17,
A3A8A13A18, A4A9A14A19 a A5A10A15A20. Ak teraz Vyberieme Iubovolne 11 VI'ChOlOV,
budt vdaka nerovnosti 11 > 5-2 medzi vybranymi aspon tri vrcholy niektorého z piatich
uvedenych §tvorcov (Dirichletov princip). Ostava dodat, ze akékolvek tri vrcholy Stvorca
zrejme tvoria pravouhly rovnoramenny trojuholnik.

Odpoved. Hladané najmensie ¢islo v je rovné ¢islu 11.

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov, z toho 2 body za akykolvek spravny protipriklad pre v = 10 a 4 body
za dokaz vlastnosti pre v = 11.

Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov.
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