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2006/2007
56. ro¢nik Matematickej olympiady Zadania uloh MEMO

(SutaZ sa konala 20. - 26. 9. 2007.)
Sttaz jednotlivcov:
I1. Nech a, b, ¢, d st kladné redlne ¢isla, pricom a + b + ¢ + d = 4. Dokazte, ze
a?be + b2ed + Ada + d%ab < 4.
(Svajciarsko)

I2. Mnozina lopticiek obsahuje n lopticiek, ktoré st oznacené cislami 1,2,3,... ,n.
Danych je £ > 1 takych mnozin. Chceme zafarbit vSetky lopticky dvoma farbami,
¢iernou a bielou, a to tak, aby
(i) lopticky oznacené rovnakym ¢islom mali rovnaka farbu,
(7i) kazda mnozina k + 1 loptic¢iek oznadenych (nie nutne roéznymi) c¢islami
ai,as, ... ,ap41, ktoré spliajia podmienku a; +as+. . .+ax = ap41, obsahovala
z kazdej farby aspon jednu lopticku.
V zavislosti od k£ najdite najvicsie mozné ¢islo n, pre ktoré existuje takéto zafarbenie.
(Slovinsko)

I3. Nech k je kruznica a kq, ko, k3, k4 st Styri mensie kruznice so stredmi Oy, O, Os,
Oy leziacimi na k. Pre i = 1,2,3,4 a ks = k1 sa kruznice k; a k;11 pretinaju v bodoch
A; a B; tak, ze A; lezi na k. Body O1, Ay, Oz, As, O3, Az, O4, Ay lezia v tomto poradi
na k a st navzajom rozne. Dokéazte, ze B1ByBsB, je pravouholnik. (Svajéiarsko)

I4. Uréte vietky dvojice (x,y) kladnych celjch é&isel spliiajtcich rovnost
!+ yl=aY.
(Ceska rep.)
Sataz druzstiev:

T1. Nech a, b, ¢, d st Tubovolné redlne ¢isla z uzavretého intervalu <%, 2> spliiajtce
abcd = 1. Najdite maximalnu hodnotu vyrazu

e

T2. Pre Iubovolnii mnozinu P piatich bodov v rovine vo vSeobecnej polohe oznacime
a(P) pocet ostrouhlych trojuholnikov s vrcholmi v P (body st vo vSeobecnej polohe,
ak st navzajom rozne a ziadne tri z nich nelezia na jednej priamke). Uréte najvicsiu
moznt hodnotu a(P). (Svajciarsko)

(Ceské rep.)



T3. Nech s(T) oznacuje stcet dlzok hran Stvorstena 7. Uvazujme $tvorsteny s vlast-
nostou, ze dlzky ich Siestich hran st navzajom rozne kladné celé &isla, pricom jedno je
2 a jedno je 3. Nazvime ich MEMO-stvorstenmi.

a) Néjdite vSetky kladné celé ¢isla n, pre ktoré existuje MEMO-Stvorsten 1" taky,

ze s(T) = n.
b) Kolko existuje navzajom nezhodnych MEMO-stvorstenov T takych, ze s(T') =
= 20077

Dva $tvorsteny st nezhodné, ak jeden nemédze byt zobrazeny na druhy pomocou stimer-
nosti podla rovin, posunuti a otoceni.

(Nie je potrebné dokazaft, ze Stvorsteny uvazované v rieSeni sit nedegenerované, t.j. ze
maji nenulovy objem.) (Rakusko)

T4. Urcte vSetky kladné celé ¢isla k s nasledujicou vlastnostou: existuje celé ¢islo a
takeé, ze (a + k)3 — a3 je ndsobkom ¢&isla 2007. (Rakusko)



