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58.ro¢nik MO Riesenia tloh cesko-polsko-slovenského stretnutia

1. Oznaéme RT mnoZinu vietkych kladnych redlnych ¢éisel. Ndjdite vsetky funkcie
f:RT — RY, ktoré pre lubovolné z,y € Rt spliiaji podmienku

(T+yf@)(1-yflz+y) =1
(Frantisek Kardos)
Riesenie. Postupnymi tipravami zadanej podmienky dostavame
L+yf(z) —yflz+y) -y’ fl2)flz +y) =1,
yf(x) = yf(x+y) =y f(2)f(x +y).

Poslednti rovnost moéZzeme vydelif hodnotou y # 0. Pre Iubovolné z,y € RT tak
po dalsich upravach (vSetky vyrazy, ktorymi budeme delif, st evidentne nenulové)
dostaneme

flx) = flz+y)=yf(x)f(z+y),

f(z)
flz+y) = ;
o) =13 yf(x)
1 n 1
=Y YR
flz+y) f(x)
a teda aj
1 n 1
= —
fly+ ) f(y)
Odtial
RS
f(x) )
pre vSetky kladné x, y. Dosadenim y = 1 dostaneme
1 1 1
r+———-1=x+c, teda fz) =

x+c’

fx) 7 FQ)

kde ¢ je konstanta. Kedze f(z) > 0 pre kazdé x > 0, musi byt = + ¢ > 0 pre kazdé
x>0, ¢ize ¢ = 0.
LCahko overime, ze kazd4 funkcia f(x) = 1/(x + ¢), kde ¢ = 0, vyhovuje:

14 Y 1_ Y _a:+c+y.x+y+c—y_1
T+c r+y+c)  zHc r+y+c

Iné riesenie. Dosadme do zadanej podmienky z = 1 a f(1) = a > 0. Upravou
dostavame

(I4+ay)(1—yfly+1) =1,
ay —yf(y+1)(1 +ay) =0,
fly+1) = 1fay-



Ked teraz opit do zadanej podmienky dosadime y =1 a f(z+ 1) = a/(1 + ax), mame

(1+ f(2)) (1— 1J:La$) ~ 1,
fy. LFor—a __a

14+ax  1+4+az’

a 1 1

f(m)zl—i—ax—a:x—l—%—l:x—f—c'

Podobne ako v prvom rieseni musi byt ¢ = 0 a lahko overime, Ze kazd4 taka funkcia
vyhovuje.

Pozndmka. RieSenie mozno zapisat aj v tvare

kde a = f(1) € (0,1) je redlny parameter. D4 sa o¢akavat, ze viaceré sutazné rieSenia
budu zapisané prave takto.

2. Pre dané kladné cel€ ¢isla a, k je postupnost (a,)52, definovand vztahmi

a1 =a a apy1=an +k-o(a,) pren=12,...,

pricom o(m) oznacugje sucin cifier ¢isla m zapisaného v desiatkovej sustave (napriklad
0(413) = 12, 0(308) = 0 a pod.). Dokdzte, Ze existuji kladné celé cisla a, k také, Ze
postupnost (a, )72, obsahuje prave 2009 réznych cisel. (Peter Novotny)

RieSenie. Postupnost (a,)%2 ; je evidentne rastica az po prvy ¢len, v ktorého zapise
sa vyskytne cifra 0 a po¢nic tymto ¢lenom je konstantna. Nasim cielom je teda néjst
také hodnoty a, k, Ze cifra 0 sa po prvy raz vyskytne v ¢lene asgge. Ulohu vyriesime
vSeobecnejsie — uvedieme také hodnoty a, k, ze cifra 0 sa po prvy raz vyskytne v ¢lene
Gm, Pricom m > 4 je dané celé ¢islo.

Zoberme
102m=5 — 1
¢=———= 11...1 k=10""34+4=100...04.
9 —— ——
2m—>5 jednotiek m—4 nul



Postupne mame

Q(al):]-,
ag=a1+k=a;+100...04=11...1211...15,
m—4 m—3 m—4
Q(a2):107
a3 = as + 10k = ay +100...040 = 11...12211...155,
SN—— S—— =

m—4 m—4 m—>5

o(as) = 100,

a; =a;j_1+1072k=11...122...211...155...5,
N N . ——
m—i—1 1—1 m—i1—2 i—1

Q(afz) = 101'—1’

Qg = Am_3 + 10" 4k =122...255...5,
S——
m—3 m—3
o(am—2) =107,
U1 = G2 +10™ 3k = a5 +100...0400...0=22...2655...5,
—_— = M~ Y=
m—4 m—3 m—3 m—3
0(am-1) =6-10m"2,
U = Qm—1 +6-10" 3k =a,,_1 +600...02400...0=822...25055...5,
—— = —— =

m—>5 m—3 m—>5 m—3

o(an) =0.

Zdver. Postupnost obsahuje prave 2009 roznych ¢isel napriklad pre a = §(10%013 —
—1), k = 102006 4 4,

Iné rieSenie. Zvolme

1
a=611...1, k=33...34=--200...04
—— — 6 ——
2007 2007 2007



Potom

ap=611...1, o(a1) = 6, ko(a1) =200...04,
2007 2007
as =2611...15, o(az) = 60, ko(az) =200...040,
2006 2007
as — 22611 ...155, o(az) = 600, ko(az) = 200. . .0400,
2005 2007
4y = 222611 ...1555, o(a4) = 6000, ko(as) = 200...04000,
2004 2007
Qi1 =22...2611...155...5, o(ais1) =60...0, ko(aii1)=200...0400...0,
i 2007—i @ i 2007 i

a2007:22...26155...5,

kg(a2007) = 20004000,

2006 2006 2006 2007 2006
a2008:22...2655...5, g(a2008)260 0, k‘Q(agoog):200...0400...0,
2007 2007 2007 2007 2007

a2009 :22230555,

ko(az009) = 0

2007 2007

a dalej samozrejme asgpg = a2010 = A2011 = - - -

Pozndamka. Na vyrieSenie tlohy stac¢i najst také hodnoty a, k, aby postupnost
obsahovala aspon 2009 roznych ¢isel a zaroven neobsahovala nekonecne vela roznych
¢isel. Ak totiz uvedend postupnost obsahuje prave m roznych ¢isel, pricom m > 2009,
tak postupnost s prvym ¢lenom a,, _200g bude obsahovat Zelanych 2009 roznych ¢isel.

3. Nech k je kruznica pripisand k strane BC daného trojuholnika ABC. Zvolme
priamku p rovnobezniu so stranou BC pretinajucu usecky AB, AC v bodoch D, E.
Kruznicu vpisani do trojuholnika ADE oznacéme 1. Dotycénice ku kruznici k vedené
z bodov D, E neprechddzajice bodom A sa pretinajiu v bode P. Dotycnice ku kruznici l
veden€ z bodov B, C mneprechddzajice bodom A sa pretinaji v bode Q). Dokdzte, Ze
priamka PQ prechadza pevngm bodom nezdvislym od volby priamky p. (Tomas Jurik)

Riesenie. Nech T} je bod, v ktorom sa kruznica k dotyka strany BC a T; je bod,
v ktorom sa kruznica [ dotyka strany DFE. Ukézeme, ze hladanym pevnym bodom je
bod Tk.

Najskor dokazeme, ze body Ty, T; a P st kolinedarne. Ozna¢me body dotyku
kruznice k s priamkami EP, DP postupne U, V, priesecniky strany BC s tymito
priamkami postupne M, N a body dotyku kruznice k s polpriamkami AB, AC postupne
Ty, Ts.



Obr. 1

Kedze BC || DE, st trojuholniky DEP a NM P podobné a rovnolahlost H so
stredom P a koeficientom g = |[MN|/|ED| zobrazi tsecku DE na tsecku NM. Na
kolinedrnost bodov T}, T;, P sta¢i dokdzaf rovnost

\MTy| |ETi|

_ : 1
NT. D7) )

ak je totiz splnend, zobrazi sa v rovnolahlosti H bod 1; do bodu Tj.

Oznaéme a, b, ¢ dizky stran trojuholnika DEP tak ako na obr.1. Dalej nech
|AD| = e, |AE| = d. Pripomefime zname vzfahy pre dlzku tseku medzi vrcholom
trojuholnika a dotykovym bodom vpisanej, resp. pripisanej kruznice: V trojuholniku
XY Z je vzdialenost vrcholu X od dotykového bodu vpisanej, resp. pripisanej kruznice
(leziaceho na strane XY') rovna (| XY |+ |XZ|—|Y Z|)/2, resp. (| XY |+|Y Z|—|XZ|)/2.

Kruznica k je pripisanou kruznicou k strane N M trojuholnika N M P. Preto

|MTy| (|[MN|+|NP|—|MP|)/2 qa+qc—qb a+c—b
INT,] (|[MN|+|MP|—|NP|)/2 qa+ghb—qc a+b—c

(2)

Kruznica [ je vpisanou kruznicou do trojuholnika DFEA. Preto

|\ET;|  (|DE|+|AE|—|AD|)/2 a+d—e

IDT)| ~ (IDE| + |AD| - |AE|)/2  a+e—d (3)

Ak z nejakého bodu vedieme ku kruznici dve doty¢nice, vzdialenost oboch dotykovych
bodov od daného bodu je rovnaka. Opakovanym pouzitim tohto faktu dostavame

et+c+|PUl=e+c+|PV|=e+|DTh| = |AT)| = |ATz| =d + |[ET3| = d + b+ |PU|,
¢ize e + ¢ =d +b. Preto ¢ — b= d — e a dosadenim do (2), (3) okamzite dostavame

\MTy| a+(c—b) a+(d—e) |ET)|

INTy|  a—(c—b) a—(d—e) |DT|




¢o je pozadovana rovnost (1). Bod P teda lezi na priamke T;T.

Podobne dokazeme, ze aj body Tk, T; a @ su kolinearne. Ozna¢me body dotyku
kruznice [ s priamkami CQ, BQ postupne U’, V', prieseéniky strany DFE s tymito
priamkami postupne M’, N’ a body dotyku kruznice [ so stranami AD, AE postupne
T}, Ty. Dalej nech o, b', ¢’ st dlzky stran trojuholnika BCQ, |AB| = ¢, |AC| = d'.

Obr. 2

Analogickymi tvahami ako v prvej casti dostdvame (tentoraz st obe kruZnice
pripisané)
M'Ty| a4 =V ICTy|  od' +e —d

INT| ~ @ +b ¢ BTy d+d—¢

Porovnavanim dizok (obr.2) mame
= —|QU'| = ' - —|QV'| = ' —|BT]| = |AT]| = |ATs| = d'—|CTy| = d'—b'—|QU’|,
¢ize ¢ — b = e’ — d’ a nésledne

M'T| _|CTy
IN'T)| BT

Z rovnolahlosti trojuholnikov BCQ a N'M’Q napokon dostavame, Zze bod @ lezi na
priamke T;7T}.

Priamka PQ (zrejme P # (@) je teda totoznd s priamkou 7T} a prechadza
bodom T}, ktory je nezavisly od polohy priamky p.

4. Dana je kruznica k a jej tetiva AB, ktord nie je jej priemerom. Vnutri dlhsieho
oblika AB kruznice k zvolime lubovolne bod C. Obrazy bodov A a B v osovijch sumer-
nostiach podla priamok BC a AC oznac¢ime K a L. Dokdzte, Ze vzdialenost stredov
useciek KL a AB nezdvisi od polohy bodu C. (Tomas Jurik)

Riesenie. V trojuholniku ABC ozna¢me S stred strany AB a P, (Q pity vySok
z vrcholov A, B. Stred usecky KL oznac¢me M. Body P, ) st samozrejme stredmi
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useciek AK, BL (obr.3). Takze QS je strednou prieckou trojuholnika LAB a MP
strednou prieckou trojuholnika LAK. Odtial

QS| =3|LA|=|MP| a QS| LA|MP,

¢ize SPMQ@ je rovnobeznik (to zrejme plati aj v pripade, ked niektory z trojuholnikov
LAB, LAK je ,degenerovany“).

Obr. 3

Body P, @ lezia na Talesovej kruznici nad priemerom AB, preto |SP| = |SQ| =
= 1|AB|. Rovnobeznik SPMQ je teda kosoStvorec a dizka jeho strany nezavisi od
polohy bodu C. Aby sme dokézali, Ze ani dlzka jeho uhlopriecky SM nezavisi od polohy
bodu C, sta¢i dokazat, ze velkost uhla, ktory zvieraju jeho strany SP, SQ, je pre
Tubovolnt polohu bodu C' na kruznici k rovnaka (vSetky mozné kosostvorce SPMQ,

a teda aj ich uhlopriecky SM, st potom navzajom zhodné).

Obr. 4a Obr. 4b

Ak je uhol « trojuholnika ABC ostry, lezi bod @ vnutri strany AC (uhol ~ je
podla zadania ostry vzdy) a uhol PSQ je stredovym uhlom k obvodovému uhlu PAQ
nad tetivou PQ Télesovej kruznice nad priemerom AB (obr.4a). Takze

|LPSQ| = 2|4PAQ| = 2(90° — ~) = 180° — 2.
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Rovnaké vyjadrenie dostaneme aj v pripade, ze uhol « nie je ostry, vtedy je totiz ostry
uhol # a méZzeme namiesto uhla PAQ pouzit obvodovy uhol PBQ (obr.4b):

|4{PSQ| = 2|4PBQ| = 2(90° — ~) = 180° — 2.

Kedze pri pohybe bodu C' po kruznici k sa velkost uhla v nemeni (je to obvodovy uhol
nad pevnou tetivou AB), nemeni sa ani velkost uhla PSQ, ¢o sme chceli dokazat.

Iné rieSenie. Ozna¢me «, (3, v velkosti vnutornych uhlov trojuholnika ABC.
Budeme predpokladat, ze uhol « je ostry; pripad, ked « nie je ostry je analogicky
(vtedy je [ ostry). Nech S, M, U, V st postupne stredy useéiek AB, KL, AL, BK
a H je prieseénik priamok AK a BL (obr.5a,b). Stvoruholnik USVM je rovnobeznik

Obr. ba Obr. 5b

(SU || BL || MV, SV || AK || MU). Zrejme
|SV| = |AB|sin, |MV|=|SU| = |AB|sina, |{SVM|=|{AHL| = |{ACB| = 7.
Pouzitim sinusovej vety v trojuholniku ABC mame

JACl 1 |AC| 1 |BC| |BC|
|ISV| ~ |AB| sin3 |AB| sina |MV]’

teda trojuholniky SV M a ACB st podobné (strany zvierajice rovnaky uhol maji
dlzky v rovnakom pomere). Ked opif pouzijeme sinusovt vetu v trojuholniku ABC,
dostaneme

|ISV|  |AB]*sin3 _ |AB|*sin~y

M| =|AB]|- = =
SM] = [AB| |AC)| |AC| |AB|

= |AB]|sin~,

¢o je vyraz, ktory zrejme nezavisi od polohy bodu C.



5. Dand je n-tica celyjch ¢isel a1, ... ,a, spliajica nasledujice podmienky:

(i) 1<a; <ax<- - <ay = 50;

(ii) pre kaZdi n-ticu kladnych celych cisel by, ... b, existuje kladné celé ¢islo m a n-
tica kladnych celych cisel cq,. .. ,c, takd, Ze

m-b,=c¢" prei=1,...,n.

Dokdzte, e n < 16 a urcte pocet réoznych n-tic a, ... ,a, spliajicich dané podmienky
pre n = 16. (Peter Novotny)

RieSenie. Najskor dokdzeme, Ze ¢isla aq, ..., a, st navzdjom nesudelitelné. Ak by to
tak nebolo, mali by sme (a;,a;) = d > 1 pre nejaké ¢ # j. Nech a; = u-d, a; = v - d.
Zvolme b; = 1, b; = 2. Podla podmienky (i7) existuja m, ¢; a c; také, ze

m-b;=c" a m~bj:C?j> teda m:(czy)d a 2m:(c}’)d.

Odtial 2(c¥)4 = (c;?)d, ¢o nie je mozné, nakolko exponent prvocisla 2 v prvociselnom
rozklade pravej strany je nasobkom ¢isla d a v prvociselnom rozklade Tavej strany nie
je nasobkom cisla d.
Predpokladajme, Ze ¢isla aq, ..., a, st navzajom nesudelitelné. UkaZeme, Ze potom
je podmienka (i7) splnena. Nech by, ..., b, je lubovolna n-tica prirodzenych ¢isel a py,
.., pr su vSetky prvocisla nachadzajice sa v prvociselnych rozkladoch ¢isel by, ..., b,.
Hladajme m v tvare
m=pyt ... pRt.
Pre kazdé i = 1,... ,n oznacme [3; ; exponent prvocisla p; v prvociselnom rozklade b;.
Aby ¢islo m - b; bolo a;-tou mocninou, staci, aby pre kazdé j =1,... ,k bolo a; + 3; ;
nasobkom a;. Kazdi hodnotu «; teda staci zvolit tak, aby platilo

a; = _Bl,j (mod CLl), a; = _62,j (IIlOd a2), ceey oy = _Bn,j (HlOd an).

Existencia takého «; vyplyva z ¢inskej zvyskovej vety (kedze ai, ..., a, s navzajom
nesudelitelné).

Dokazali sme, ze podmienka (ii) je splnend prave vtedy, ked su ¢isla ay, ..., a,
navzajom nesudelitelné. Medzi ¢islami 1, 2, ..., 50 je prave pétnast prvocisel. Ak by
bolo n = 17, medzi éislami 2 < as < ag < ... < a, < 50 by urcite existovali aspori dve
¢isla majice v prvociselnom rozklade rovnaké prvocislo, teda by boli stidelitelné. Preto
nutne n < 16.

Ak n = 16, musi byt a; = 1 a kazdé z pétnastich ¢isel ao, a3, ..., ajg musi byt
mocninou iného prvocéisla. VypiSme, ktoré mocniny prvocisel mozeme pouzit:

p=2: 2,4,8,16,32,
p=3: 3,9, 27,
p=>5: 5,25,

p="T: 7,49,

p = 11: iba p.

Celkovy pocet vyhovujacich Sestnastic je teda 5-3 -2 -2 = 60.



6. Nech n 2 16 je prirodzené c¢islo. Uvazujme mnoZinu

G = {(m,y) cxyy e {1,2,... ,n}}

pozostdvajicu z n?® bodov roviny. Nech A je lubovolnd podmnozina mnoZiny G obsa-
hufiica aspon 4n\/n prvkov. Dokdzte, Ze existuje aspori n? konvernych Stvoruholnikov
magicich vrcholy v A, ktorych vsetky uhlopriecky prechddzaji jedngm bodom. (Polsko)

RieSenie. Ozna¢me |A| = m = 4ny/n. Nech S je mnozina vSetkych tsefiek majicich
krajné body v A. Zrejme |S| = (). Sturadnice stredu kazdej tsecky z S st celé nasobky
¢isla % a leZia v konvexnom obale mnoziny G. Takych bodov je (2n — 1)?, teda menej
ako 4n?. Preto existuje bod B, ktory je stredom aspon (') /(4n?) useciek z S. Nech P

2
je mnozina vsetkych tseciek z S, ktorych stredom je B. Potom

ps (B) _mlm 1) dnylanyi=1) _ 166 —dny/n

= 4n? 8n?

1
= —— >2n—1
8n? 8n? "Taom T

takze |P| = 2n.

Rozdelme P na triedy useciek leziacich na jednej priamke. Ozna¢me pocet tychto
tried k a pocet useciek v i-tej triede a; pre ¢ = 1,... k. Kazdéa tsecka spomedzi a;
useciek jednej triedy ma krajné body v G a vSetkych 2a; krajnych bodov (ktoré su
zrejme rozne) useCiek jednej triedy lezi na jednej priamke, preto 2a; < n. Pritom
kazdé dve tsecky z P st uhloprieckami rovnobeznika préave vtedy, ked neleZia na
jednej priamke. Pre pocet roznych rovnobeznikov s uhloprieckami patriacimi do P tak
dostavame

> wa=, <Zai) NI (Zai) a2 -
12i<j <k i=1 i=1 i—1 i1

=2 (PP 1Pl D) =P (1Pl - D) zn (20— 2) = 20> 02

Existuje teda viac ako n? konvexnych §tvoruholnikov (rovnobeznikov) s pozadovanou
vlastnostou.
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