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62. ro¢nik Matematickej olympiady Zadania 1loh vyberového stistredenia
(Sustredenie sa konalo 17.—24. 4. 2013.)

1. Dokazte, Ze pre kazdé celé ¢islo n = 2 a lubovolné kladné redlne ¢isla x1, o, ... , x, plati

ikxk < (;) —i—iajﬁ
k=1 k=1

2. Polpriamky OA a OB sa dotykaja kruznice k v réznych bodoch A a B. Nech K je vnitorny
bod kratsieho oblika AB kruznice k. Priesecnik polpriamky OB s rovnobezkou s priamkou O A
prechadzajicou bodom K oznac¢me L. Priese¢nik priamky AK s kruznicou [ opisanou trojuhol-
niku K LB (rézny od K) ozna¢me M. Dokézte, ze priamka OM sa dotyka kruznice [.

3. V kazdej z troch krajin zije 2n matematikov. Najdite najmensie celé cislo k£ s nasledujtiicou
vlastnostou: Ak kazdy matematik pozna aspon k kolegov z inych krajin, tak existuju traja
matematici, ktori sa poznaji navzajom. (Vzfah ,poznaf sa“ je vzajomny.)

4. Najdite vSetky usporiadané trojice kladnych celych ¢isel (a,b, c) také, ze (a,b,c) =1, a <
< b < cadislo a+ b+ cje delitefom éisla a™ + b™ + ¢ pre kazdé kladné celé ¢islo n.

5. Najdite vsetky trojice (z,y, z) redlnych ¢isel, ktoré si riesenim ststavy rovnic

% = 3z — 12y + 50,
y® =12y + 32 — 2,
2% =272+ 27x.

6. Najdite vsetky polynémy P(z) s redlnymi koeficientmi, pre ktoré je
(x+1)P(x—1) — (z — 1)P(x)
konstantny polyndm.

7. Nech P, Q@ a R si body na stranach BC, CA a AB ostrouhlého trojuholnika ABC
také, ze trojuholnik PQR je rovnostranny a mé minimalny obsah spomedzi vSetkych takych
rovnostrannych trojuholnikov. Dokazte, ze kolmice z bodov A, B a C' postupne na strany QR,
RP a PQ sa pretinaju v jednom bode.

8. Dokéazte, Ze neexistuje celé ¢islo n také, ze n” + 7 je druhou mocninou celého éisla.

9. Pre n = 1,2,3 budeme za ¢islo n-tého typu povazovat nulu, Tubovolny ¢len geometrickej
postupnosti 1, (n+2), (n+2)2, (n+2)3, ...a tiez scet niekolkych jej roznych ¢lenov. Dokazte,
ze kazdé prirodzené &islo sa da vyjadrit ako sudet ¢isla prvého typu, ¢isla druhého typu a disla
tretieho typu.

10. Je mozné zafarbit Stvoréeky nekonecnej Stvoréekovej siete dvoma farbami (bielou a ¢iernou)
tak, ze Tubovolna priamka rovnobezna so stranami $tvoréekov prechadza konecne vela bielymi



Stvoréekmi a Iubovolné priamka nerovnobezna so stranami $tvoréekov prechddza konecéne vela
¢iernymi Stvoréekmi? (Priamka prechadza stvoréekom, ak s nim mé spoloény aspoti jeden bod.)

11. Kruznice k1 a ks so stredmi v bodoch O; a O5 sa pretinaji v dvoch bodoch A a B. Priamky
O2B a O1 B pretinaju kruznice ky a ko postupne v bodoch F a F' (réznych od B). Rovnobezka
s priamkou E'F prechadzajica bodom B pretina kruznice k1 a ko v bodoch M a N (réznych
od B). Dokézte, ze ak bod B lezi vnutri usecky M N, tak [MN| = |AE| + |AF|.

12. Dokézte, %e ak pre nezaporné ¢isla x, y plati nerovnost z2 4+ ¢ > 22 + y#, tak plati aj
nerovnost z2 + 33 < 2.

13. Pre kazdé prirodzené ¢islo n = 3 najdite najmensie k také, Ze mnozinu lubovolnych n bodov
v rovine, z ktorych ziadne tri nelezia na jednej priamke, mozno oddelit systémom k priamok.
(Systém priamok oddeluje body mnoziny, ak pre kazdé dva body mnoziny existuje priamka, od
ktorej lezia na opa¢nych stranach.)

14. Na Sachovnici n X n (pri¢om n = 2) je poloZzenych niekolko domin rozmerov 2 x 1, pri¢om
na Sachovnicu uz nie je mozné umiestnit dalsie domino tak, aby sa neprekryvalo s nejakym uz
polozenym dominom. Doké4zte, Ze volnych poli¢ok na Sachovnici nie je viac ako n?/3.

15.Nech1 < a1 < as < ... < a, £ 2n je konecna postupnost prirodzenych ¢isel, pricom n = 6.
a) Dokézte, ze pre k = 6 plati

i moniee) Sk (|5] 1) 0

kde nsn(a;, a;) oznacuje najmensi spoloény nasobok ¢isel a;, a;. Ukazte, Ze koeficient k =
= 6 je najlepsi mozny, t.j. pre ziadne n = 6 neexistuje k < 6 také, ze (1) plati pre vsetky
postupnosti {a;}_; vyhovujice zadaniu.
b) Dokézte, ze
38 310

lgrieg;(énnsd(ai,aj) > " o

kde nsd(a;, a;) oznacuje najvacsi spoloény delitel ¢isel a;, aj;.
16. Neprazdnu mnozinu A C Z nazveme c¢arovnd, ak splita podmienku:
Ak z,y € A (mdze byt aj = y), potom aj z* + kxy + y*> € A pre vietky k € Z.

Najdite vsetky také dvojice nenulovych celych ¢isel m, n (vratane pripadov m = n), ze jedina
¢arovnd mnozina obsahujtaca aj m aj n je Z.

17. Dany je trojuholnik ABC, pri¢om |AB| # |AC|. Ozna¢me O stred jeho opisanej kruznice.
Os uhla BAC pretina stranu BC' v bode D. Bod E je obrazom bodu D v stredovej simernosti
podTa stredu strany BC'. Priamky kolmé na BC' prechédzajice postupne bodmi D, E pretinaju
AO a AD postupne v X, Y. Dokézte, ze body B, X, C' a 'Y lezia na jednej kruznici.

18. Filip a Miki hraji hru s N > 2013 tcastnikmi vyberového ststredenia a 2013 stolickami
umiestnenymi na kruznici. Najprv Filip posadi ti¢astnikov na stoli¢ky tak, aby na kazdej stolicke
sedel aspon jeden ¢lovek. V dalsom fahu ide Miki a uz sa budu stéle striedaf.
e Miki v kazdom svojom fahu presadi z kazdej stolicky préave jedného ¢loveka na susedni.
e Filip vyberie niekolko Tudi, ktori sedia navzdjom na roznych stolickdch a ktorych Miki
v predchadzajicom tahu nepresadil, a kazdého z nich presadi na susedn stolicku.
N4jdite najmensie N také, ze Filipovi sa vzdy podari, aby po jeho tahu boli obsadené vsetky
stoli¢ky bez ohladu na Mikiho snazenie a dlzku partie.



