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1. Urcte vsetky trojice (x,y, z) kladnych redlnych cisel, ktoré su rieSenim sistavy rovnic

22% = 2y(2? +1) — (22 + 1),
2y* = 32(y* + 1) — 2(2* + 1),
22° =4x(2* +1) - 3(y* + 1).

(Adam Osekowski)

RieSenie. Predpokladajme, Ze trojica (x,y, z) kladnych redlnych ¢isel je rieSenim za-
danej stustavy. Rozoberieme tri pripady podla toho, ktoré z ¢isel x, y, z je najmensie.
Ukéaze sa, ze v kazdom z tychto pripadov sta¢i uvazovat len jednu rovnicu sustavy.
Viackrat pouzijeme zndmu nerovnost medzi aritmetickym a geometrickym priemerom
n-tice kladnych redlnych ¢isel (v naSom pripade bude n € {2,3,4}), v ktorej rovnost
plati prave vtedy, ked je vSetkych n ¢isel rovnakych.

Pripad 1. Ak x = y, z 2 y, tak zrejme platia nerovnosti
20 + (22 + 1) 2 2y2® + (22 + 1) = 2yz? + 22 = 2ya® + 2y = 2y(z? + 1),

teda 223 = 2y(2? +1) — (2% +1). Pritom rovnost nastava len v pripade, ked 223 = 2yz?,
22+1=2za22=2y,¢izex=1vy, z=1a z=y. Tymto podmienkam, a teda aj prvej
rovnici ststavy, vyhovuje jedine trojica x = y = z = 1. Lahko overime, Ze tato trojica
spliia aj zvysné dve rovnice.

Pripad 2. Ak x 2 z, y 2 z, dostavame

w222 +1) =24 +2- 20 = (* +yt +2) + 32 >
> (y* 4+ 9?22 4+ 2) + 32 2 33/y523 + 32 = 32(y* + 1),

teda 2y* = 3z(y? + 1) — 2(2% + 1). Rovnost nastéva jedine v pripade, ked st splnené
podmienky =z = 1, y* = 3?22, z = z a y* = y?2%2 = 2. Tomu, ¢iZe aj druhej rovnici
stustavy, vyhovuje jedine trojica x =y = z = 1.

Pripad 3. Ak y = xz, z 2 x, podobne ako v predoslom pripade mame

2:°4+3(y° +1)22°+3-2y = (2 + 2" +y+y) +4y 2
> (P 4222 fr+a) Fdr 24V Bat 4 4o = 4x(22 + 1),

teda 22° = 4x(2? + 1) — 3(y* + 1). Rovnost dostaneme iba pri dodrzani podmienok
y=1,2%=2322 y=2xaz2’= 2322 = z. Tretia rovnica ststavy je teda splnena jedine

pre trojicu z =y =z = 1.

Odpoved. Jedinym rieSenim sustavy je trojica (1,1, 1).



2. Dany je konverny Sestuholnik ABCDEF, pricom |{FAB| = |{BCD| = |{DEF|
a |AB| = |BC|, |CD| = |DE|, |EF| = |FA|. Dokazte, Ze priamky AD, BE a CF sa
pretinaji v jednom bode. (Waldemar Pompe)

Riesenie. Oznacme v trojuholniku AC'E velkosti vnutornych uhlov pri vrcholoch A, C,
E postupne «, v, €. Trojuholniky ACB, CED, EAF st podla zadania rovnoramenné.
Ozna¢me velkosti ich vnatornych uhlov pri zakladniach postupne 3, 6, ¢ (obr.1). Tvr-
denie dokazeme pouzitim Cevovej vety. Kvoli tomu oznacme este P, (), R priesecniky
priamok AD, CF, EB postupne so stranami CE, FA, AC trojuholnika ACFE.

Obr. 1

Zo sinusovej vety v trojuholniku ABR mame

|AR| _ |BR|

|BR| - sin |[{ ABE)|
sin|{ABE| sinf’ '

sin 3

teda |AR| =

Zo sinusovej vety v trojuholniku ABFE mame

|AE|  |BE|
sin|[{ABE|  sin(a+f)’

|AE| - sin(a + )
|BE]

teda sin |{ABE| =

Dosadenim do (1) dostavame

|BR| - |AE| - sin(a + ()

AR| —
AR |BE| - sin 3

Zrejme analogicky (zo sinusovych viet v trojuholnikoch CBR a C'BE) mozno odvodit

|BR| - |CE| -sin(y + ()

O] = |BE| - sin 3

Preto
|AR| _ |AE|-sin(a+ )

ICR|  |CE|-sin(y + )’

2



Opit analogicky mozno vyjadrif pomery

|ICP|  |CA]|-sin(y+9) . |[EQ|  |EC)|-sin(e + )
|EP|  |EA|-sin(e +6) |AQ|  |AC| - sin(a+ @)

Odtial
|AR| |CP| |EQ| _ sin(a+ ) sin(y+94) sin(e+¢)
|ICR| |EP| |AQ| sin(y+ ) sin(e+0) sin(a+¢)

Avsak podla zadania plati o +a+ 8 =0F+~v+ 6 =09 + e + ¢. Preto

a+f=ec+9, y+o=a+y, e+p=7+p
a sucdin (2) je rovny 1. Podla Ceévovej vety sa teda priamky AD, BE a CF pretinaju
v jednom bode.

Iné riesenie. Oznacéme P priese¢nik osi vnutornych uhlov daného Sestuholnika pri
vrcholoch B a D (obr. 2). Dokazeme, ze Sestuholniku ABCDEF sa dé vpisat kruznica,
ktorej stredom je P. Zadané tvrdenie bude potom vyplyvat z Brianchonovej vety".

Obr. 2

Z rovnosti |AB| = |BC| vyplyva, ze trojuholniky ABP a C'BP st zhodné podla
vety sus. Preto |[{BAP| = |{BCP| = «. Rovnako st zhodné trojuholniky C'DP
a EDP, t.j. |{DCP| =|{DEP| = g.

Z uvedenych zhodnosti navyse mame |AP| = |CP| = |EP|, odkial spolu so zadanou
rovnostou |AF| = |EF| dostavame podla vety sss zhodnost trojuholnikov AFP a EFP.
Preto os vnutorného uhla pri vrchole F prechadza cez bod P a |[{FAP| = |{FEP| = ~.

Rovnosti |[{FAB| = |[{BCD| = |{DEF)| su ekvivalentné s rovnostami v + a =
= a+ [ = B+, z ktorych trividlne vyplyva a = 3 = ~. Preto aj osi vnutornych uhlov
pri vrcholoch A, C a E prechadzaju cez bod P a Sestuholniku ABCDEF sa da vpisat
kruznica so stredom P.

! Uvedena veta hovori, 7e ak sa strany Sestuholnika ABCDEF dotykaju jednej kuzelosecky, tak
priamky AD, BE a CF sa pretinaji v jednom bode.
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3. Ndajdite vsetky prvocisla p, pre ktoré je cislo

() +G) e (2)

delitelné cislom p3. (Jarostaw Wréblewski)

Riesenie. Nech M = {1,2,... ,p — 1} je mnozina vSetkych nenulovych zvyskov po
deleni p. Pre kazdé k € M je kombinacné ¢islo

() = ez

delitelné prvocislom p, lebo vSetky ¢initele suc¢inu k!(p — k)! v menovateli s mensie
ako p (a teda nesudelitelné s p), zatial ¢o Citatel p! zrejme prvocislom p delitelny je.
Kazdy zo s¢itancov suétu v zadani je teda delitelny ¢islom p? a nasou tlohou je zistit,
pre ktoré prvocisla p je sucet

1 (p 2 1 (p 2 1 P 2
g_ L 1 et 1
p2(1> +p2(2> i +p2(p—1) @
delitelny p.

Pre kazdé k € M sktimajme, aky dava prirodzené cislo

o () - () @

zvySok po deleni p. Kedze pre kazdé i = k,k+ 1,p — 1 mdme p — i = —i (mod p), tak

p—Fk'=0@-k@-(+1)...0-(p—1) =
=(-1)PFk(k+1)...(p—1) (mod p)

Z toho tpravou vztahu (2) dostavame

((p—1)N2 = ap(k!(p — k)2 = ar(KN(=1)P*k(k+1)...(p—1))% =
= ar - k*((p—1)1)? (mod p).

Tato kongruenciu mozeme vydelit vyrazom ((p —1)!)?, ktory je nestdelitelny s p. Teda
l=ay-k* (mod p). (3)

Ako vieme, ku kazdému zvysku k € M existuje prave jeden zvysok zp € M taky, ze
2, -k =1 (mod p); ak navyse k,l € M st rozne, tak aj 2z, 2 st r6zne?. Teda mnozina

2 Existencia zvysku z; vyplyva z existencie celych &isel a, b takych, %e ak + bp = 1. Jednoznacnost je
zrejmé: ak 1 = 2z -k = 2}, - k (mod p), tak vydelenim k mame 2, = 2} (mod p). Roznost trivialne
vyplyva z jednoznacnosti a z vlastnosti z,, = k: ak 2, = 2;, tak k = 2, = 2, = [.
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M’ = {z1,2,...,%p—1} ma rovnako vela prvkov ako mnozina M, a kedze M' C M,
nutne M’ = M.

Z definicie prvku z;, dostdvame 1 = 12 = (z;, - k)? = 27 - k* (mod p). Spolu s (3)
potom ay, - k* = 27 - k* (mod p) a po vydeleni k? méme ay, = 27 (mod p). Pre zvySok
stuctu (1) teda plati

S=a1+a+ - +a1=zi+5+ -+ =1"+22+..+(p-1)>=
= 3p(p—1)(2p — 1) (mod p)

(vyuzili sme dokdzani mnozinovia rovnost {21, z2,... ,2zp—1} = {1,2,... ,p—1} a znamy
vzorec pre sucet druhych mocnin). Lahko mozno priamym dosadenim overit, ze vyraz
%p(p —1)(2p — 1) pre p = 2,3 nie je nadsobkom p. Naopak, kazdé prvocislo p = 5 je
nesudelitelné s ¢islom 6, ¢ize p je delitelom ¢éisla p - %(p - 1)(2p-1).

.....

4. Dokdzte, Ze existuje také prirodzené cislo n, Ze ¢islo k* + k + n nemd Ziadneho
prvociselného delitela mensieho ako 2008 pre Ziadne celé c¢islo k.
(Jarostaw Wréblewski)

RiesSenie. Nech p je dané prvocislo. Skumajme, aky zvySok po deleni p moze davat
¢islo k2 + k. Na to staci za k dosadit ¢isla 0, 1, ..., p — 1, dalej sa uz budu zvysky
periodicky opakovat. Pre p = 2, 3,5, 7 dostaneme zvysky uvedené v tabulke.

pF

N Ot W N

Vidime, ze v postupnosti zvyskov sa niektory zvySok neobjavi. Napriklad pre p = 2
nedava k? + k nikdy zvySok 1, pre p = 3 nedostaneme zvysok 1, pre p = 5 zvysok
3 ani 4, atd. Aby sme to dokéazali pre vSeobecné p, staci overit, ze niektory zvysok sa
v postupnosti objavi aspont dvakrat. Poéet roznych zvyskov je totiz p a dlzka postupnosti
je tiez p, teda akonéhle sa v postupnosti nejaky zvySok zopakuje, nebude uz v nej dost
miesta pre vSetky roézne zvysky.

Opakujicim sa zvyskom je napriklad 0, plati totiz

0°+0=0 (modp) aj (-1)°+(@-1)=p*’-p=0 (modp),

¢ize zvysok 0 dostaneme pre kK =0 aj pre k =p — 1.

Nech {p1,p2,... ,pm} je mnozina vSetkych prvocisel mensich ako 2008. Pre kazdé
Jj =1,2,...,m ozname ry, lubovolny zo zvyskov po deleni prvocislom p;, pre ktory
k*+k # rp, (mod p;) pre vietky celé ¢isla k (uz sme dokazali, Ze taky zvySok existuje).
Aby sme vyhoveli zadaniu, staéi zvolit n, ktoré spliia

n=—rp, (mod p1),
n=—rp, (mod ps),
n=-—rp, (mod py),
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potom totiz k2 + k+n = k> + k — rp; # 0 (mod p;) pre vSetky j = 1,2,...,m.
Existencia pozadovaného n uz priamo vyplyva z ¢inskej zvyskovej vety?, kedze prvoéisla
P1,P2, ..., Pm SU navzajom nesudelitelné.

5. Dany je pravidelny pdtuholnik ABCDE. Uréte najmensiu hodnotu vyrazu

|PA| + |PB|
|PC| + |PD| + |PE|’

pricom P je lubovolng bod leZiaci v rovine pituholnika ABCDE. (Waldemar Pompe)

RieSenie. Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme, Ze pravidelny péafuholnik
ABCDE mé dlzku strany 1. Potom kazda z jeho uhloprie¢ok ma dizku®

1445
_T.

u

Pouzitim Ptolemaiovej nerovnosti® pre $§tvoruholniky APBE, APBD, APBC
(obr. 3), resp. prislusné stvorice bodov, pokial body v uvedenom poradi netvoria Stvo-
ruholniky, dostavame

|PA|-u+|PB|-121-|PFE]|,
[PA[-u+|PB[-uz1-|PD|, (1)
|PA|-1+|PB|-uz=1-|PC|.

Scitanim tychto nerovnosti uz ziskame priamo dolné ohranicenie pre vyraz zo zadania:

(|PA|+ |PB|)- (2u+1) 2 |PC| + |PD| + |PE|,

odkial
PA PB 1
PA+IPE 1 o)
[PC[+|PD|+ |PE| = 2u+1
3 Podla nej, ak g1,... ,¢mn st navzajom nesidelitelné &isla a a1, ... ,an, st Iubovolné celé éisla, tak

existuje celé ¢&islo x splhajice
z=a1 (modgq), Tz=az2 (modg), ..., T=am (modgnm).

Tato vetu mozno jednoducho dokazat priamou konstrukciou z: Prva kongruenciu spliia = kg1 +a1

pre lubovolné celé k. Ak za k dosadime postupne 0,1,... , g2 —1, pre z dostaneme g2 roznych zvyskov
po deleni ¢2, jeden z nich k’q1 + a1 teda bude rovny az. CiZe aby sme splnili aj druhti kongruenciu,
sta¢i zvolit x = (k' + lg2)q1 + a1 pre lubovolné celé I. Za | dosadime postupne 0,1,...,¢3 — 1,

dostaneme g3 roznych zvyskov po deleni g3, jeden z nich bude rovny as, atd.

Dizku uhloprie¢ky v pravidelného pifuholnika ABCDE so stranou dlzky 1 mozno jednoducho
vypoditat napriklad z podobnosti rovnoramennych trojuholnikov CAB a DE X, kde X je priese¢nik
uhloprie¢ok AD a EC. Totiz ABCX je kosostvorec a teda |EX|=u — 1, ¢ize (u—1):1=1:w.

Ak X, Y, Z, W st lubovolné $tyri body v rovine, tak podla Ptolemaiovej nerovnosti plati | XY -
ZW|+ Y Z| - [WX| = |XZ| - |YW]|, pricom rovnost podla Ptolemaiovej vety plati prave vtedy,
ked body X, Y, Z, W lezia (v tomto poradi) na jednej kruznici. Ak XY ZW je stvoruholnik, tak
Ptolemaiova nerovnost (resp. veta) hovori, ze sucet suc¢inov dizok protilahlych stran nie je mensi ako
stéin dizok uhlopriecok, pricom rovnost nastava prave vtedy, ked stvoruholnik XY ZW je tetivovy.
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Obr. 3 Obr. 4

Pritom rovnost vo vSetkych nerovnostiach v (1), ¢ize aj v (2), plati prave vtedy,
ked su Stvoruholniky APBE, APBD, APBC tetivové (priptsta sa aj moznost P = A,
resp. P = B), t.j. ked bod P lezi na kratSom obliku AB kruznice opisanej pituholniku
ABCDE (obr.4). Najmensia mo7na hodnota zadaného vyrazu je preto

1 1 1

g g :\/5—2,
2u+1 9. 185 11 V542

6. Najdite vsetky trojice (k,m,n) prirodzenych ¢isel majice nasledujicu vlastnost:
Stvorec s dizkou strany m sa dd rozdelit na niekolko pravouholnikov s rozmermi 1 x
X k a prdve jeden §tvorec s dizkou strany n. (Jarostaw Wréblewski)

RieSenie. Zrejme kazdy pravouholnik, ktorého dizka aspon jednej strany je nésob-
kom k, sa dé rozdelit na pravouholniky rozmerov 1 x k. Poktsme sa teda rozdelit
Stvorec m x m na jeden Stvorec n x n a niekolko pravouholnikov s uvedenou vlastnostou.
Samozrejme, zmysel mé zaoberat sa iba pripadom m = n.

n+r m-—-n-—r

m—n B m-—n—r F
E m-—r
n
n A n4+r<| C
M——
n D }r
—
n m—n r m—r
Obr. 5a Obr. 5b



Ak k | m — n, moéZeme Stvorec m x m rozdelit tak, ako je znazornené na obr. 5a,
oba pravouholniky A, B totiz majt jednu stranu dizky m — n, ktora je nasobkom k.

Ak k| m+nan+r < m, priCom r je zvysok, ktory dava ¢islo m po deleni k, da sa
Stvorec m x m rozdelit tak, ako na obr. 5b. Pravouholniky D, £ majt jednu stranu dizky
m —r, ktora je ndsobkom k. Podmienka k | m+n zabezpecuje, Ze ndsobkom k je aj ¢islo
n + 7, t.j. dizka jednej zo stran v pravouholnikoch C, F. Vdaka nerovnosti n +1r < m
maji pravouholniky £, F stranu nezapornej dlzky m — n — r, uvedené rozdelenie teda
naozaj je mozné (strany dizky 0 st povolené, v takom pripade jednoducho na pokrytie
degenerovaného pravouholnika rozmerov 0 x [ nepotrebujeme ziadny pravouholnik 1 x
X k).

Takze aby trojica (k,m,n), pricom m = n, vyhovovala zadaniu, sta¢i, aby bola
splnena aspon jedna z podmienok

(a) k|m—n;

(b) k| m+n asucasne n+r < m, kde r je zvySok, ktory dava ¢islo m po deleni k.

Ukézeme, ze tieto podmienky si1 zaroven nutné. Najskor dokazeme, ze ak pre trojicu
(k, m,n), prifom m > n, existuje vyhovujtce rozdelenie, tak n +r < m (to pri m > n
trividlne plati, aj ked je splnend podmienka (a), nemusime teda rozliSovat dva pripady).
Predpokladajme sporom, Zze méame vyhovujice rozdelenie a pritom n+r > m. Bez ujmy
na vSeobecnosti nech Stvorec n x n sa nedotyka spodnej strany Stvorca m x m (obr. 6).
Kedze m—n < r < k, vSetky jednotkové stvoréeky dotykajice sa priemetu $tvorca nxn
na spodnu stranu Stvorca m X m (na obr. 6 znazornené sivou farbou) musia byt pokryté
sleziacimi“ pravouholnikmi 1 x k (t.]. takymi, ktoré maju dlhsiu stranu rovnobeznu so
spodnou stranou Stvorca m x m); ,stojace* pravouholniky 1 x k ich nemézu pokryvat,
lebo by mali spolo¢ny prienik so Sstvorcom n x n.

RS | N - }g m-n<r<k

Nech p je pocet ,leziacich® pravouholnikov 1 x k& pokryvajicich spomenutych n si-
vych jednotkovych $tvoréekov. KedZe tieto pravouholniky pokryvaja len Stvorceky pri
spodnej strane Stvorca m X m a zaroven pokryvaji miniméalne n sivych jednotkovych
Stvorcekov, platia nerovnosti n < pk < m. Spojenim s nerovnostou n—+r > m dostavame

m—r < pk < m,

¢o je v spore s tym, ze r je zvySok, ktory dava m po deleni k (medzi éislami m —r am
nemoze lezat Ziadny nasobok ¢isla k).

Ostava dokazat, ze k | m—n alebo k | m+n. Hlavna myslienka bude nasledovna. Do
kazdého jednotkového Stvorceka napiseme jedno c¢islo. Pritom celé ocislovanie urobime
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tak, aby v kazdom pravouholniku 1 x k bol stcet ¢isel rovny 0. To znamené, ze v kazdom
vyhovujicom rozdeleni bude musief byt stucet vSetkych ¢isel vo Stvorci m x m rovnaky
ako sucet cisel v mensom Stvorci n x n. Porovnanim oboch sac¢tov stanovime nutné
podmienky pre k, m a n.

Imy

Obr. 7

Vyhodné bude ocislovanie pomocou komplexnych ¢isel. Nech z = cos 27” + ¢sin 27“

Teda z je k-ta komplexna odmocnina z ¢isla 1 s najmensim uhlom (obr. 7). Pritom

k
0 1 k—1 z8—1 0
2 +z otz por por (1)

Ocislujme stvorceky tak, ako je naznacené na obr. 8, t. j. ak Stvorec m X m je umiestneny
do prvého kvadrantu sturadnicovej stustavy s vrcholom v pociatku, tak do stvorceka,
ktorého lavy dolny vrchol m4 suradnice (z, %), napiSeme ¢islo 2% 7Y,

Z2m—4 Z2m—3 Z2m—2

Z2m—4 Z?m—?)

23 . 2m—4
22 2’3

Zl 22 23

ZO Zl 22 23

Obr. 8

Uvazujme Iubovolny pravouholnik 1 x k. Nech v jeho Stvoréeku s najmensou z-ovou
(ak sa jedna o ,leziaci“ pravouholnik), resp. najmensou y-ovou (ak je to ,stojaci®
pravouholnik) je napisané ¢islo z!'. Potom sacet vSetkych éisel v fiom napisanych je
(s vyuzitim (1))

zt+zt+1+___+zt+k—1:Zt(20+21+...+2k_1):0’
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teda oéislovanie spliia pozadovant podmienku.
Stcet &isel v Iubovolnom stvorci n x n, ktorého Tavy dolny $tvoréek ma ¢islo 2%, je
rovny (s¢itujuc po jednotlivych riadkoch)
(zt T Zt+n71) T (zt+1 T Zt+n) et (Zt+n71 R Zt+2nf2) —
= (T TGO ) =

2 —1\?
:Zt(20+zl+'__+zn71)2:zt )
z—1
Tento vztah mozeme pouzit aj na vypocet suctu v celom Stvorci m x m. Ten mé v lavom
dolnom §tvorceku ¢islo 20 = 1, takze stcet ¢isel v iom je (2™ — 1)2/(z — 1)2.
Ak teda méme vyhovujice rozdelenie, pricom v Tavom dolnom Stvoréeku Stvorca
n X n je napisané ¢islo 2!, musi platit

2" -1 2_ 2 —1\?

: (z—l) _<z—1) '
Aby sa dve komplexné ¢isla rovnali, musia sa rovnat aj ich absolitne hodnoty. Do-
sledkovymi upravami predoslej rovnosti (vyuzijuc zrejmy vztah |z| = 1) tak postupne

dostavame
72" -1 2 2m—1 2
Z =
z—1 z—1

Y

‘ ’t|zn _ 1|2 — |zm B 1|2
=17 [z -1
2" =11 = ™ = 1,
|2" — 1] = |z —1].

Nech r, s st zvysky, ktoré davaja m, n po deleni k. Kedze z¥ = 1, zrejme 2™ = 2"
a z" = z°. Pre ktoré ¢isla r,;s € {0,1,... ,k — 1} maji komplexné éisla 2" — 1, 2% —
— 1 rovnakt absolttnu hodnotu? Prvou moznostou samozrejme je, ze r = s. V takom
pripade davaju m a m rovnaky zvySok po deleni k, teda k | m — n. Zaoberajme sa
dalej len pripadom r # s. Cisla 2", 2° lezia v komplexnej rovine na jednotkovej kruznici
so stredom v 0 (obr.7), takze z" — 1, 2® — 1 lezia na jednotkovej kruznici so stredom
v —1. Aby mali dve rozne ¢isla na tejto kruznici rovnaka absolitnu hodnotu, musia
byt rovnako vzdialené od 0, ¢o zrejme nastava jedine v pripade, ked 2" — 1, z° — 1
st navzajom komplexne zdruzené, t.j. ked r + s = k (obr.9). V tomto pripade teda
k|m+n.

Im A

Obr. 9
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