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56.ro¢nik MO Riesenia tloh cesko-polsko-slovenského stretnutia

1. Ndjdite vsetky mnohoéleny P s redlnymi koeficientmi, pre ktoré rovnost
P(2*) = P(z) - P(z +2)

plati pre lubovolné redlne ¢islo x. (Pavel Calabek)

2 mnoho-

RiesSenie. Konstantny mnoho¢len P(x) = ¢ vyhovuje prave vtedy, ked ¢ = ¢
Cleny P(x) =0 a P(x) = 1 st teda rieSenim ulohy.

Ukéazme teraz, ze jediny vyhovujici mnohoclen P kladného stupna n je tvaru
P(x) = (x — 1)". Uvedeny mnohoclen je vzhladom na identitu 2> — 1 = (z — 1)(z + 1)
zrejme rieSenim pre kazdé n = 1.

Ak je az™ (a # 0) veduci ¢len mnohoclena P(x) kladného stupiia n, je ax
vedici ¢len mnoho¢lena P(z?) a a®x?™ vedici ¢len mnohoclena P(z)P(x + 2). Pokial P
vyhovuje danej rovnosti, dostdvame porovnanim prislusnych élenov a = a?, teda a = 1.
Preto mozno mnoho¢len P zapisat v tvare P(x) = (x —1)"+ Q(x), kde @ je bud nulovy
mnohoclen, alebo je (Q nenulovy mnohoclen stuptia k, pricom 0 < k < n. Porovnanim
mnohoclenov

2n

P(z?) = (2% = 1)" + Q(2%),
P(z)P(x+2)=[(z—1)"+Q@)|[(z +1)" + Q(z + 2)]

obdrzime (po roznisobeni a zruSeni mocniny (22 — 1)™ na oboch stranach) rovnost

Q(z?) = (z = 1)"Q(z +2) + (z +1)"Q(2).

Vidime, Ze nulovy mnohoélen @ vztah splia. Pre nenulovy mnohoélen Q stupiia k < n
je v8ak Q(x?) mnohoclen stupiia 2k, zatial ¢o na pravej strane odvodeného vzfahu je
mnohoélen stupiia n + k (jeho vedtci ¢len je 2bx™ %, ak ba* je vediici ¢len mnohoclena
Q(x)). Kedze 2k < n + k, nemdze uvedend rovnost platit.

Odpoved. Ulohe vyhovuji konstantné mnohocleny P(z) = 0 a P(x) = 1 a pre kazdé
prirodzené n mnohoc¢len P(x) = (z — 1)™.

Iné riesenie. Rovnako ako pri prvom postupe ndjdeme riesenia P(z) = 0a P(z) =
= 1. Dalej sa zaoberajme len nekonstantnymi mnohoclenmi. Predpokladajme, ze
mnohocélen P kladného stupna n vyhovuje zadaniu. Kedze zadana rovnost plati pre
vSetky realne c¢isla x, st na oboch stranach rovnosti totozné mnohocleny, a teda zadana
rovnost plati aj pre vSetky komplexné ¢isla x. Nech z je lubovolny (komplexny) koren
polynému P.

Po dosadeni 2 = z do zadanej rovnosti dostaneme P(z22) = 0, teda aj 22 je
korenom P. Zopakovanim tejto ivahy dostavame, ze korenmi mnohoclena P sa vsetky
¢leny postupnosti

2,22,24,,28,... (1)
Kedze P méa len koneéne vela (najviac n) réznych komplexnych koreriov, musia sa
v postupnosti (1) hodnoty od ur¢itého ¢lena zacat opakovat, t.j. z¥ = 2™ pre nejaké
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k < m. Odtial bud z = 0, alebo 2™ % = 1. Kazdy nenulovy korefi mé teda absolitnu
hodnotu 1.

Po dosadeni z = 2z — 2 do zadanej rovnosti dostaneme P((z — 2)?) = 0, teda aj
(z — 2)? je koretiom. Ak z = 0, dostdvame, Ze Cislo 4 je korefiom, ¢o je v rozpore
s predoslym poznatkom. Takze vSetky korene st nenulové. Nutne teda |(z — 2)?| = 1,
Cize |z —2| = 1. Jediné komplexné ¢islo s vlastnostou |z| = |z —2| =1 je z = 1. Takze P
moze mat jedine koren 1, ¢ize P(z) = a(x — 1)™. Dosadenim do zadanej rovnosti lahko
odvodime a = 1 a overime, ze P(x) = (z — 1)™ je rieSenim pre kazdé prirodzené n.

2. Nech a1 = a3 = 1 a agy2 = ag4+1 + ag pre kazdé k € N (Fibonacciho postupnost
cisel). Dokdzte, Ze pre kaZdé prirodzené ¢islo m existuje taky index k, pre ktory je c¢islo
ay — ag — 2 delitelné cislom m. (Jan Mazak)

RieSenie. Vsetky kongruencie a zvyskové triedy v riefeni uvazujeme modulo m. Zia-
dant kongruenciu a} — ar — 2 = 0 ziskame ako dosledok jednoduchsej kongruencie
ap = —1.

Postupnost zvyskovych tried ¢isel ap mé nasledujicu vlastnost: zvyskové triedy
IubovoInych dvoch po sebe idtcich ¢lenov ay, ar1 jednoznacne uréuju zvyskové triedy
ako vSetkych nasledujicich ¢lenov a; (i > k + 1), tak vSetkych predchédzajucich
¢lenov a; (i < k). Odtial zvy¢ajnym postupom, zaloZzenym na tom, Ze vSetkych usporia-
danych dvojic zvyskovych tried je m?, teda koneény pocet, dostavame, Zze postupnost
zvyskovych tried éisel a; je periodicka, a to hned od svojho prvého ¢lena. Existuje teda
¢islo p > 0 (zavislé od daného m) také, ze a; = a;4, pre kazdy index i. Ak m # 1
(pre m = 1 je tvrdenie tulohy trividlne), zrejme p > 1. Kedze a; = as = 1, plati aj
apt1 = apy2 = 1, odkial a, =0 a a,—1 = —1, takze mozeme zobrat kK = p — 1 a dokaz
je ukonceny.

3. Nech k je kruznica opisand takému konvexnému Stvoruholniku ABC D, Ze polpriamky
DA a CB sa pretinaji v bode E, pre ktoryj plati |CD|?> = |AD|-|ED|. Ozna¢me F (F #
# A) prieseénik kruznice k s priamkou predchddzajicou bodom A a kolmou na ED.
Dokdzte, Ze potom plati: Usecky AD a C'F si zhodné prdve vtedy, ked stred kruznice
opisanej trojuholniku ABE lezi na priamke ED. (Jaroslav Svrcek)

Riesenie. Zrejme DF je priemerom kruznice k. Najskor ukazeme, ze za danych pod-
mienok nemédze bod C' lezat v polrovine DF A.

Ak body B, C lezia na ¢asti DA oblika DAF (obr. 1), st zrejme uhly DCB a DBA
tupé, preto |DC| < |DB| < |DA| < |DE]|, takze rovnost |CD|?> = |AD| - |ED| nemoze
platit. Pre body B, C na ¢asti AF oblika DAF (obr.2) je uhol BAE ostry a pre
uhol DBE plati |[{DBE| = 180° — |£DBC| < 90°. Takze pripadny dalsi priese¢nik B’
polpriamky DB s kruznicou I nemoze lezat za bodom B. Preto |DC| > |DB| 2 |DB’|.
Rovnost |CD|? = |AD| - |ED| teda neméze platit, pretoze |AD|-|ED| = |DB|-|DB’|
vyjadruje mocnost bodu D ku kruznici .

Ak bod C nelezi v polrovine DF A, plati |[FC| = |DA| prave vtedy, ked DAFC je
pravouholnik, t.j. prave vtedy, ked C'A je priemer kruznice k. To je ekvivalentné tomu,
ze uhol C'BA je pravy, a to je ekvivalentné tomu, ze trojuholnik AEB je pravouhly
s pravym uhlom pri vrchole B, ¢ize stred kruznice opisanej trojuholniku AEB je
stredom tusecky AF.



Obr. 1 Obr. 2

4. Dokdzte, Ze pre kazdé redlne ¢islo p 2 1 moZno z mnoZiny redlnych ¢isel x splriajicich

nerovnosti
1 2
p<x< (2 +4/p+ Z)

vybrat $tyri navzdjom rozne prirodzené cisla a, b, ¢, d, pre ktoré plati rovnost ab = cd.
(Jaromir Sims3a)

RieSenie. Cisla a = (k — 1)k, b= (k+ 1)k, c = (k — 1)(k + 1), d = k? zrejme splnajt
rovnost ab = c¢d a nerovnosti a < ¢ < d < b pre kazdé k > 1. Nech teda k je najmensie
prirodzené ¢islo, pre ktoré plati p < a, ¢ize p < (k — 1)k (pri zadanom p). Ukazme, Ze
pre také k potom plati b = (k + 1)k < p+ 4+ 2/4p + 1, ¢o je zrejme ¢&islo o 7 mensie
ako horné ohranicenie intervalu zo zadania, takze tym bude riesenie tlohy uplné.

Podla vyberu ¢isla k plati p = (k—2)(k—1). RieSenim tejto kvadratickej nerovnice
dostaneme odhad

z ktorého uz vyplyva

5. Zistite, pre ktoré
n € {3900,3901,3902,3903, 3904, 3905, 3 906,3907,3908,3909}

mozno mnozinu {1,2,3,... ,n} rozdelit na disjunktné trojice tak, aby v kaZdej trojici
sa jedno cislo rovnalo suctu ostatnych dvoch cisel. (Peter Novotny)
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RieSenie. Z moznosti rozdelenia na disjunktné trojice vyplyva 3 | n. V kazdej trojici
{a,b,a + b} je stcet 2(a + b), teda parne ¢islo, preto musi byt parny aj sucet vsetkych
¢isel od 1 do n, stcéin n(n + 1) musi teda byt delitelny Styrmi. Celkom méme, ze ¢islo n
musi byt tvaru 12k alebo 12k + 3, ¢omu z danych ¢isel vyhovuju iba n = 3900 a n =
= 3903.

V dalsom odstavci popiSeme konstrukciu, ako z vyhovujiceho rozkladu pre dané
n = k vytvorit vyhovujice rozklady pre n = 4k a n = 4k+3. To nam zarudi, ze rozklady
pre n = 3900 aj n = 3903 existuju, a to vdaka zostupnej postupnosti

3900 — 975 — 243 — 60 — 15 — 3

(namiesto 3900 mozno zacat aj ¢islom 3903) a vdaka trividlnemu rozkladu pre n = 3
(z ktorého postupne zostrojime rozklady pre n = 15, n = 60 atd. az pre n = 3900 resp.
n = 3903).

Z vyhovujiceho rozkladu mnoziny {1,2,... ,k} najskor vyrobime vyhovujici roz-
klad mnoziny prvych k parnych cisel {2,4,...,2k} (tak, ze vSetky ¢isla vo vSetkych
trojiciach povodného rozkladu vynasobime dvoma). V pripade n = 4k potom zvys$né
¢isla

{1,3,5,... 2k — 1,2k + 1,2k +2,... 4k — 1,4k}

rozdelime na k trojic {25 — 1,3k — j + 1,3k + j}, pricom j = 1,2,... k. Vidno ich
v stIpcoch tabulky

1 3 ) oo 2k—-3 2k-1
3k 3k—1 3k—2 ... 2k+2 2k+1
3k+1 3k+2 3k+3 ... 4k-—-1 4k

V pripade n = 4k + 3 zvysné cisla
{1,3,5,...,2k - 1,2k + 1,2k + 2,... ,4k + 2,4k + 3}

rozdelime na k + 1 trojic {25 — 1,3k + 3 — 4,3k + j + 2}, pricom j = 1,2,... ,k + 1,
tvorenych stipcami tabulky

1 3 ) oo 2k—=1 2k+1
3k+2 3k+1 3k oo 243 2E+2
3k+3 3k+4 3k+5 ... 4k+2 4k+3

Tym je dokaz toho, ze ¢isla n = 3900 a n = 3903 vyhovuja, ukonceny.

6. Nech ABCD je konvexny stvoruholnik. Kruznica prechddzajica bodmi A a D ma
vonkajsi dotyk s kruznicou predchddzajicou bodmi B a C' vo vnitornom bode P uvazo-
vaneho stvoruholnika. Predpokladajme, Ze

|{PAB|+|£PDC| <90° a |{PBA|+ |£{PCD|<90°.
Dokazte, Ze potom plati |AB|+ |CD| 2 |BC| + |AD|. (Waldemar Pompe)
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Riesenie. Ak P je spolo¢ny bod spomenutych kruznic, vyplyva z vety o obvodovych
a usekovych uhloch, Ze je zaroven aj bodom dotyku prave vtedy, ked (obr. 3)

|{ADP| + |{BCP| = |{APB|. (1)

C

Obr. 3

Uvazujme teraz kruznice opisané trojuholnikom ABP a CDP a predpokladajme,
Ze sa pretinaju este v dalSom bode Q (Q # P).

Kedze bod A lezi zvonka kruZnice opisanej trojuholniku BCP, plati | BCP| +
+ |[{BAP| < 180°. Preto aj bod C' lezi zvonka kruznice opisanej trojuholniku ABP.
Analogicky lezi aj bod D zvonka tejto kruznice. Odtial vyplyva, Zze body P a Q lezia
na rovnakom obliku C'D kruznice opisanej trojuholniku C'DP.

Analogicky body P a @) lezi na rovnakom obluku A B kruznice opisanej trojuholniku
ABP. Bod @ teda lezi bud vnuatri uhla BPC, alebo vnutri uhla APD. Bez ujmy na
vSeobecnosti predpokladajme, ze bod @ lezi vnutri uhla BPC (obr.4). V tom pripade
podla predpokladu tlohy plati

|LAQD| = |£PQA| + |£PQD| = |{PBA| + |£PCD]| < 90°. (2)

V tetivovych Stvoruholnikoch APQB a DPQC st podla predpokladu tlohy uhly
pri vrcholoch A a D ostré, takZe prislusné protilahlé uhly pri vrchole Q) st tupé. Odtial
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vyplyva, ze bod @ lezi nielen vnutri uhla BPC, ale dokonca vnutri trojuholnika BPC,
¢ize aj vnutri stvoruholnika ABCD.
7 vlastnosti uhlov oboch spomenutych tetivovych stvoruholnikov teraz vyplyva

| BQC| = |{PAB| + |{PDC|,
takze podla predpokladu tlohy
|4 BQC| < 90°. (3)
Kedze navyse |{PCQ| = |£PDQ)|, dostavame podla (1)

|LADQ| + |{BCQ| = |£ADP| + |£PDQ| + |{BCP| — |{PCQ| =
— |{ADP| +|4BCP| = |<APB|.

A kedze aj |[{APB| = |{AQB)|, vychadza
|£ADQ| + |£BCQ| = |[£LAQB].

To vsSak znamena, ako uz vieme z tivodnej avahy, ze kruznice opisané trojuholnikom
BCQ a DAQ sa dotykaju v bode @, ¢o odporuje naSmu pociato¢nému predpokladu,
ze (Q # P. Nezostava teda ind moznost ako té, Ze obe kruznice opisané trojuholnikom
ABP a CDP maja spolo¢ny jediny bod P, pre ktory podla nerovnosti (2) a (3) navyse
plati, ze uhly APD a BPC nie st tupé.

Uvazujme teraz polkruhy zostrojené nad stranami BC a DA ,,dovnutra® stvoruhol-
nika ABCD. Kedze uhly APD a BPC nie st tupé, lezi kazdy z oboch polkruhov cely
vnutri zodpovedajiceho kruhu prislichajiceho kruznici opisanej trojuholniku BQC),
resp. AQD. A kedZze sa obe kruznice zvonka dotykaji, maji aj oba polkruhy zostrojené
nad stranami BC' a DA najviac jeden spolo¢ny bod. Ak oznacime M a N stredy stréan
BC' a DA, vyplyva z toho nerovnost [MN| = 1(|BC| + |DA).

. . L W T . 1
Na druhej strane, zrejme plati M N = 5(BA+CD), takze |[MN| = 5(|AB|+|CD|).
Odtial vychadza dokazovana nerovnost |AB| + |CD| =2 |BC| + |DA].



