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54.ro¢nik MO Riesenia tiloh desko-polsko-slovenského stretnutia

1. Nech n je dané prirodzené cislo. V obore nezdpornych redlnych cisel vyrieste sustavu
rovnic

2,3
1+, +as5+ -+, =n,

n(n+1)
r1 + 229 4+ 33+ - - + nx, = —
S neznamymi X1,Ta, ... ,Ly.
Riesenie. Predpokladajme, ze x1, 2o, ... ,x, si rieSenim zadanej ststavy. Premiestne-

nim vSetkych ¢lenov na lava stranu a odéitanim druhej rovnice od prvej dostaneme

O=az1+a3+a5+ - +ah—n— (1 42z +323+ - +nz, — gn(n+1) =
= (25— 222 +2—1)+ (23 =323 +3— 1)+ + (2] — nz, +n—1). (1)

Podla nerovnosti medzi aritmetickym a geometrickym priemerom pre k = 2 a x = 0
plati

P k—1=a"+14+14- - +12 k- Vak = ka,

pricom rovnost nastava prave vtedy, ked x = 1. Kazda zo zatvoriek v (1) je teda
nezdporné a sucet tychto zatvoriek bude nulovy len v pripade, ked zo = 23 = ... =
= x, = 1. Z prvej rovnice sustavy potom nutne vyplyva, ze x; = 1. Skaskou lahko
overime, ze uvedend n-tica je (jedinym) rieSenim.

2. Konvexny Stvoruholnik ABCD je wvpisany do kruZnice so stredom O a opisany
kruznici so stredom I. Uhlopriecky AC a BD sa pretinaji v bode P. Dokdzte, Ze body
O, I a P leZia na jednej priamke.

Riesenie. Oznac¢me priesecniky priamok AI, BI, CI, DI s kruznicou opisanou Stvor-
uholniku ABC'D postupne E, F', G, H (obr.1). Kedze priamky AI, BI, CI, DI su osi
prislusnych vnatornych uhlov $tvoruholnika ABCD, priamky EG a F'H st priemery
kruznice opisanej Stvoruholniku ABCD a teda sa pretinaju v bode O. Ozna¢me X
priesecnik priamok E'B a C H. Podla Pascalovej vety pre ,,Sestuholnik* ACH DBE lezia
body P, X a I na jednej priamke. Podobne podla Pascalovej vety pre ,,Sestuholnik®
GCHFBE lezia na jednej priamke body O, X a I. Preto lezia na jednej priamke aj
body O, I a P, ¢o sme chceli dokézat.



Obr. 1

Iné riesenie. (Podla Frantiska Simancika.) Body E, F', G, H z predoslého riesenia
oznacme A’, B’, C', D' a kruznicu opisant stvoruholniku ABC'D ozna¢me k. Z mocnosti
bodu I ku k£ mame

|IA|-|IA"|=|IB|-|IB'| = |IC|-|IC'| = |ID] - |ID'|.

Preto existuje taka kruznicova inverzia ¢ so stredom I, ze zobrazenie ¢ = S0t zobrazi
body A, B, C, D v tomto poradi na body A’, B’, C’, D’ (pricom S; je stredova
stmernost so stredom v bode I). Ozna¢me ¢(P) = P’. Sta¢i ukazat, ze body O, I
a P’ lezia na jednej priamke (kedze priamky PI a P’I st totozné). Zobrazenie ¢
zobrazi priamku AC do kruznice k; prechadzajicej bodmi A’, C’, I a priamku BD
do kruznice ko prechadzajucej bodmi B’, D', I (obr.2). Bod P’ je preto druhym
priesecnikom kruznic k1, ko (réznym od I).
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Priamka P’I je chordélou kruznic ki, ks. Stadi teda ukazat Ze bod O méa ku
kruzniciam ki, ko rovnak( mocnost. AvSak uz v prvom rieSeni sme ukéazali, ze A'C’
a B’D’ st priemery kruznice k, ktorej stredom je O. Preto mocnost bodu O ku kq aj ku
ks m& hodnotu r? = |OA’|-|OC’| = |OB'|-|0D'|, kde r je velkost polomeru kruznice k.
Teda O naozaj lezi na chordale P'I.

3. Urcte vsetky prirodzené ¢éisla n = 3, pre ktoré sa polynom
P(x) =" — 32" + 22" + 6

dd vyjadrit ako sucin dvoch polynomov, ktoré maji kladné stupne a celociselné koefi-
cienty.

RiesSenie. Lahko overime, Ze pre n = 3 plati
23— 322 42246 = (x + 1)(z* — 4z + 6).
Ak by sme pre n = 4 mali
xt — 32 4+ 227 + 6 = (2% + ax + b)(2? + cx + d),
porovnanim koeficientov by sme dostali
a+c= -3, ac+b+d=2, bd = 6.

Z prvej rovnosti vyplyva, ze a a ¢ maju roznu paritu. Preto z druhej rovnosti vyplyva,
ze b a d maja rovnakua paritu. To je v spore s treftou rovnostou.
Predpokladajme dalej, ze n = 5. Nech plati

P(z) = Q(z)R(x), (1)



pricom

Q(z) = apa® + ap_12" " + - + a1 + ao,
R(CL‘) - bn—kxn_k + bn—k—lxk_l + -+ bix + by,

st polynémy s celociselnymi koeficientmi a ar = b,,_r = +1. Bez ujmy na vseobecnosti
mozeme predpokladat, ze k < |n/2] < n —2 (pretoze n = 5). Porovnanim koeficientov
na oboch strandch v (1) ziskame rovnosti

apbg = 6,
a0b1 + albo = 0,

apbr + arbg_1+ -+ 4+ ag—1b1 + axby = 0.

Teraz indukciou dokazeme, ze ag deli aq,as,...,ar. Predpokladajme, Ze sme toto
tvrdenie dokazali pre a1, ao,... ,as. Mame

0= ao(aobg+1 +aibg+---+agby + ag+1b0) = agbg_H + apaiby + - - - + apagby + 6a41,

a teda
6ag1 = —(a%bgﬂ + aparby + - - - + aoagbl).

Vieme, Ze vietky s¢itance na pravej strane st delitelné ¢lenom a2, preto aj lavd strana
je nim delitelna a nutne ag | as41.

Ale kedZe ap = =1, dostdvame ay = +1. Bez ujmy na vSeobecnosti mézeme
predpokladat, ze ag = 1; potom by = 6.

Teraz zopakujeme rovnaké argumenty na koeficienty polynému R. Dostaneme, ze
bo = 6 deli by, bs,...,b,_3 (ak je to potrebné, polozime by = 0 pre £ > n—k). Dostaneme
tak spor (b,_r = £1) okrem pripadu, ked n — k > n — 3. Zostali tak dva pripady.

Pripad k = 2. Porovnanim koeficientov pri z"~2 v (1) méame
agbp—2 + a1b,_3 + azb,_4 = 2.

Z predo$lého vieme, Ze na lavej strane sii okrem prvého ¢lena vSetky delitelné Siestimi,
t.]. st parne, zatial ¢o prvy ¢len je rovny +1. Tym dostéavame spor.

Pripad k = 1. Uloha sa tak zjednodusuje na najdenie celo&iselnych koretiov poly-
nému P; lahko mozno nahliadnuf, Ze ak n je parne, také korene neexistuju, zatial ¢o
pre n neparne mame P(—1) = 0.

Preto podmienky zadania spliiaji préve neparne éisla n.

4. Rozdelme n 2 1 oznacenych guliek medzi devit osob A, B, C, D, E, F, G, H, 1.
Urcte, kolkymi sposobmi ich moZeme rozdelit za podmienky, Ze osoba A dostane rovnaksy
pocet guliek ako osoby B, C, D, E spolu.

Riesenie. Uvazujme polyném

(x+2)* = (2% + 4z +4)" =
=@ +z+r+ar+r+1+14+141) @ +z+ar+z+a+1+1+1+1)
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a predstavme si, ze sme roznasobili zatvorky a ziskali 9" sc¢itancov. Ukazeme, Ze exis-
tuje bijektivne zobrazenie medzi sé¢itancami 2" a rozdeleniami spliiajicimi podmienky
zadania.

Majme lubovolné rozdelenie guliek. Ak k-tu gulku dostane A, zvolime z k-tej
zatvorky z2. Ak ju dostane B, C, D, resp. F, zvolime z k-tej zatvorky prvi, druh,
tretiu, resp. Stvrtd jednotku. A ak ju dostane F', G, H, resp. I, zvolime z k-tej zatvorky
prvy, druhy, treti, resp. Stvrty ¢len x. Ak teraz vynasobime c¢leny, ktoré sme zvolili,
vidime, Ze vysledok je rovny z™ prave vtedy, ked A dostane rovnaky pocet guliek ako
B, C, D, E spolu.

Pocet vyhovujucich rozdeleni je teda rovnaky ako koeficient pri ™ v polyndéme

(r +2)" t.j.
2n on
N :

5. Dany je konvexny stvoruholnik ABCD. Urcéte mnoZinu vsetkych bodov P leZiacich
vnutri stvoruholnika ABC D, pre ktore plati

Spap - Spcp = SpBc - SPDA,
pricom Sxyz oznacuje obsah trojuholnika XY Z.
Riesenie. Ak P lezi na niektorej z uhlopriecok, povedzme na AC, tak
SpaB _ |AP| _ Sppa
Spec  |PC|  Spcp’

teda rovnost zo zadania plati. DokaZzeme, Ze pre body P leziace vnutri Stvoruholnika
ABCD mimo uhlopriecok zadana rovnost neplati.

Oznac¢me O priesecnik uhlopriecok a bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme,
ze P lezi vnutri trojuholnika ABO (obr. 3). Ozna¢me este @) prieseénik priamok BP

Obr. 3

a AC a R priese¢nik priamok DP a AC. Potom lahko mozno odvodit rovnosti

Spap _ |AQl  ~ Sppa _ |AR]
Spec  |QC] Spcp  |RC|

KedZe Q # R, skiimand rovnost nemoze platit.

Odpoved. Hladanou mnozinou bodov P st vnttorné body uhlopriecok AC a BD.



6. Ndjdite vsetky dvojice celijch cisel (x,y), ktoré spliaji rovnost

y(z +y) = 2° — 72* + 11z — 3.

Riesenie. Vynasobenim uvazovanej rovnice styrmi a jednoduchou tupravou dostaneme
ekvivalentnii rovnicu

(2y + 2)? = 42® — 272% + 442 — 12 = (x — 2)(42® — 192 + 6) = (1)
= (z — 2)[(z — 2)(4x — 11) — 16].

Vyraz na pravej strane musi byt $tvorcom. Preto (x — 2) = ks? pre nejaké k €
€ {—2,-1,1,2} a s € N (totiz ak pre nejaké prvocislo p a nezaporné celé ¢islo m
je (z — 2) delitelné vyrazom p*™*1 ale nie vyrazom p*™*2  tak mame p | (z — 2)(4z —
—11) — 16, teda p | 16 a p = 2).

Rozoberieme osobitne tri pripady.

Pripad k = £2. Z (1) mame 422 — 192 + 6 = +-2u? pre nejaké celé ¢islo u, z ¢oho
upravou dostaneme

(82 — 19)? — 265 = £32u?.

Tito rovnost viak nespliaji Ziadne celé ¢isla x, u, pretoze lavéa strana dava po deleni
piatimi zvysSok 0, 1 alebo 4, zatial ¢o prava strana zvySok 0, 2 alebo 3. Jedinou
moznostou je teda zvySok 0, avSak v takom pripade by prava strana bola delitelna
¢islom 25 a Tava strana nie.

Pripad k = 1. Potom 422 —19246 = u? pre nejaké celé ¢islo u, odkial po vynésobeni
Sestnastimi po tprave dostaneme

265 = (8x — 19)? — 16u® = (8z — 19 — 4u)(8x — 19 + 4u).

Lahko overime, ze x = 6 je jedind moznost, pre ktort dostaneme vyhovujice rieSenie
povodnej rovnice (staci uvazovat vSetky mozné rozklady 265 = 1-265 = 5-53 = ...
a brat do tvahy fakt, ze # — 2 = s?). Po dosadeni do (1) tak ziskame dvojice (6,3)
a (6,—9).

Pripad k = —1. Podobne ako v predoslom pripade mame 422 — 192 + 6 = —u?,
odkial

265 = (8 — 19)% + (4u)?.

Overime vsetky moznosti. Pre u = 0, 1,2 neziskame ziadne riesenie. Pre u = 3 dosta-
neme (82 —19)? = 121 = 112, z éoho x = 1; ziskame tak dvojice (1,1), (1, —2). Napokon
pre u = 4 mame (8x — 19)2 = 9 = 32, t.j. z = 2, odkial ziskame dvojicu (2, —1).

Zadant rovnost spliiaja dvojice (6,3), (6,—9), (1,1), (1,—2) a (2, —1).



