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1. Dokdzte, e redlne cisla p, q, v spliaji podmienku

p*(g—r)* +2p* (g +7) +1=p
prdave vtedy, ked kvadratické rovnice
2 +pr+q=0, ¢ -py+r=0
magju redlne korene (nie nutne rozne), ktoré mozno oznacit x12 Tesp. y12 v takom
poradi, Ze plati rovnost r1y1 — xoys = 1. (J. Simsa)
Riesenie. Tvrdenie tulohy v sebe zahtna dve implikacie. Dokazeme najskor jednu
a potom druht.

Prvd ¢ast. Nech kvadratické rovnice zo zadania maji reélne korene spliiajtce
21Yy1 — T2y2 = 1. Podla znameho vztahu maju tieto korene vyjadrenia

—-p+ K p+ L (1)

Ti9=—"— a = —

1,2 5 Y1,2 5
pri¢om redlne ¢isla K, L spliiaji rovnosti K2 = p? — 4q a L? = p? — 4r (&islam K, L
priradime znamienka podla oc¢islovania korenov ) Potom
(—p

(—p+K)p+1L)- K)p—L) p(K—-1L)
4 2 ’
odkial p # 0 a K — L = 2/p. Dosadenim do rovnosti
(K+L)(K - L)=K*~L*= (p* — 4q) — (p” — 4r) = 4(r —q)

1 =z1y1 —22y2 =

vyjde K + L = 2p(r — q). Zo ziskanych vyjadreni ¢isel K + L a K — L dostaneme
K =1/p—p(q—r), po umocneni K? = 1/p? —2(q—r) +p?(q¢—1)?. Ked to porovname
s rovnostou K? = p? —4q, obdrzime po jednoduchej tiprave Ziadant rovnost zo zadania.

Druhd ¢ast. Nech redlne &isla p, g, 7 spliiaji prvi rovnost zo zadania. Potom zrejme
p # 0. Dant rovnost upravime dvoma podobnymi spdsobmi na tvary

P —q)? +20%(r —q) +1=p* —4p’q a p*(g—7r)? +20%(q—r)+1=p* —4p*r

Odtial po vydeleni ¢islom p? zistujeme, Ze diskriminanty kvadratickych rovnic zo zada-
nia maju vyjadrenia

2 o 12 2 o 12
pz_4q:(p(r q)+) . p2_4,r:(p(q r) + )

p p
takze to st nezdporné ¢isla a prislusné (redlne) korene maju tvar (1), pricom
2 2
- 1 — 1
P r—a+ - Pla-n+1
p p

Znamienka ¢isel K a L sme zvolili tak, aby vyslo (pozri prvu cast)

p(K — L) _g_(p2(r—q)+1+p2(q—?°)+1) 1

T1Y1 — T2Y2 = =
2 2 P P



2. Dokdzte, zZe pre kaZdé prirodzené cislo k existuje najviac koneéne vela takych trojic
navzajom roznych prvocisel p, q, r, pre ktoré je cislo qr — k ndsobkom p, cislo pr — k
ndsobkom q a sucasne c¢islo pq — k nasobkom r. (...)

Riesenie. Navzajom rozne prvocisla p, ¢, 7 vyhovuji podmienkam tlohy prave vtedy,
ked ¢islo pq + pr + qr — k je delitelné kazdym z ¢isel p, g, r, ¢ize ich stéinom pgqr.
Rovnost pq + pr + qr — k = n - pgr pre vhodné celé n prepiSme na k = pq + pr + qr —
—n-pqr. Ak n £ 0, vyplyva z ostatnej rovnosti, ze max{pq, pr,qr} < k. Potom vsak
kazdé z prvocisel p, ¢, r je najviac k/2 a takych trojic je koneény pocet. Ak n = 1,
dostavame odhad k < pg + pr + qr — pgr. Ukdzme, Ze s vynimkou trojice {p,q,r} =
= {2,3,5} je ostatny vyraz vzdy zaporny (¢o bude v spore s tym, ze k > 0). V takom
pripade mozeme urcite predpokladat, ze 2 < p<qg<rar = 7. Potompg=2-3 =6
a z nerovnosti (p — 2)(q — 2) 2 0 vyplyva p + q < pq/2 + 2, takze

pq+pr+qr—pgr = (p+ q)r +pq — pqr < (3pq + 2)r + pq — pgr =
=2r—pg(dr—1)<2r—6(3r—1)=6—7r<0.

3. Vnatri tetivoveho stvoruholnika ABCD je dany bod P tak, Ze plati
|{BPC| = |{BAP|+ |{PDC|.

Oznacéme E, F', G pity kolmic z bodu P postupne na priamky AB, AD a DC. Dokadzte,
ze trojuholnik FEG je podobny s trojuholnikom PBC'. (J. Svréek)

Riesenie. Oznac¢me k kruznicu opisant stvoruholniku ABCD a k1, ko kruznice opisané
trojuholnikom PAB, PCD. Vnutri uhla BPC uvazujme taka polpriamku PT, pre

Obr. 1

ktoru plati | BPT| = | BAP|. Podla zadania potom plati (obr. 1)
|LCPT| = |{BPC| — |4BPT| = |{BPC| — |{BAP| = |£PDC).
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Priamka PT je teda spolo¢nou vnutornou dotyc¢nicou oboch kruznic ky a k.

Uvazujme najskor pripad, ked strany AB a C'D uvazovaného tetivového Stvor-
uholnika nie st rovnobezné. Vzhladom na to, Ze usecky AB a CD su spoloénymi
tetivami prislichajucich dvojic kruznic ki1, k a ks, k, existuje jediny bod @, ktory ma
rovnakd mocnost ku vSetkym trom kruzniciam k, ki a ko. Tymto bodom @ je spolo¢ny
bod vSetkych troch priamok (chordal) AB, CD a PT. Bez ujmy na vSeobecnosti
predpokladajme, ze bod @ lezi na polpriamke BA za bodom A (obr. 1).

Podla Télesovej vety su zrejme Stvoruholniky AEPF, FPGD a QEPG tetivové.
Z rovnosti prislusnych obvodovych uhlov tak vyplyva

|{EFG| = |{EFP|+ |{GFP|=|{BAP|+ |{PDC| =
= |{BPT|+ |{CPT| = |£BPC|.
Podobne zistime, Ze
|{FEG| = |{FEP|— |{GEP| = |{FAP|— |£GQP| =
= |[ADAP| —|£DQP| = |£QDA| — |{QPA|,
lebo |[ADAP| + |£QPA| = |£QDA| + |£DQP)|. Pre usekovy uhol QPA navyse plati
|£{QPA| =|£PBA|, takze
|{FEG| = |{QDA| —|£QPA| = |{£QDA| — |{PBA| =
= |LQBC| - |{PBA| = |£PBC|.
Tym sme dokazali, ze trojuholniky FFEG a PBC sa zhoduju v dvoch vnitornych uhloch,
a st teda podobné (uu).

Ak st priamky AB a CD rovnobezné, je ABC'D rovnoramenny lichobeznik so
zdkladnami AB a CD. Odtial vyplyva, ze body E, P, G lezia na osi simernosti
lichobeznika ABCD a trojuholniky APD a BPC' st zhodné. Z vlastnosti obvodovych
uhlov tetivovych stvoruholnikov AEPF a F'PGD lahko vyplyva, Ze trojuholniky EFG
a APD st podobné (|[{FEG| = |{PAD| a |{EGF| = |{ADP]). Odtial uz vyplyva
podobnost trojuholnikov FEG a PBC. Tym je dokaz hotovy.

4. V obore redlnych cisel rieste sustavu rovnic

1 1 1
=Ty, =Yy, S22
Ty oz yz T zr oy

(J. Foldes)

RiesSenie. Z tvaru rovnic vyplyva podmienka zyz # 0. Aspon dve z ¢isel z, y, z musia
mat rovnaké znamienko. Potom je kladnd pravéa strana rovnice, v ktorej su tieto dve
¢isla v podiele, preto je kladné aj prislusné lava strana, takze zostavajuce z ¢isel x, v,
z méa rovnaké znamienko ako prvé dve. Plati teda bud x,y,z > 0, alebo z,y, z < 0.

Zaoberajme sa iba prvym pripadom, druhy sa totiz prevedie na prvy zmenou
rieSenia (z,y, z) na rieSenie (—z, —y, —z). Prvé dve rovnice sustavy vyndsobme vyrazom
ryz a potom ich odéitajme. Po tprave dostaneme z — z = y(x? — yz). Ak je trojica
(z,y, z) rieSenim, s rieSeniami aj trojice (y, z,z) a (z,x,y), ktoré dostaneme cyklickou
zémenou. Preto mozeme predpokladat, ze z = max{x,y,2}. Potom z — 2 < 0 a 22 —
—yz 2 0 (nezabtdajme, Ze x,y, z > 0), takze z rovnosti z —x = y(2? —y2) a podmienky
y > 0 vyplyva z — 2 = 22 — yz = 0, ¢o znamena = = y = z. Mame teda jedint rovnicu
1/2% =1+ 1, ktord ma (jediny) kladny koreti z = /2/2.

Odpoved. Stistava ma, prave dve rieSenia r =y = z = +1/2/2.



5. Vnautri strain AB, BC, CA daného trojuholnika ABC' si zvolen€ postupne body K,
L, M tak, Ze plati

|AK| |BL| |CM|

|KB|  |LC|  |MA|

Dokdazte, ze trojuholniky ABC a K LM maji spolocny priesecnik vysok prave vtedy, ked
je trojuholnik ABC' rovnostranny. (P. Cernek)

Riesenie. Bod V roviny trojuholnika ABC' je priese¢nikom jeho vysok prave vtedy,
ked plati zaroven AV 1 BC a BV 1 AC, ¢ize

—_— — —_— —
AV -BC =0 a BV - AC =0.
— — —_— — — —
Po dosadeni BC' = BV — CV, AC = AV — CV a jednoduchej tprave dostaneme
ekvivalentni podmienku vo forme rovnosti skaldrnych sacinov

—_— — —_— — —_— —
AV .BV = AV -CV =BV -CV. (1)

Nasou tlohou je teda zistit, kedy plati stustava (1) zaroven s podobnou sistavou

—_— s — — — —_— —
KV.LV =KV -MV =LV -MV, (2)

ktora vyjadruje, Zze bod V' je priese¢nikom vysSok trojuholnika K LM . Vyjadrime vektory
z (2) ako linearne kombinacie vektorov z (1). Podla zadania existuje ¢islo p, 0 < p < 1,
pre ktoré plati

—_— — — —
AK =pAB, BL=pBC, CM =pCA.

—

—
Ked do prvej rovnosti dosadime AK = AV — KV a
dprave prva z rovnosti

=l
|
|

= AV — BV, dostaneme po

— — —

— — — — —
KV =(1-pAV+pBV, LV=(1—-p)BV +pCV, MV =(1—-p)CV +pAV.
Druhé dve rovnosti odvodime analogicky. Odtial vynasobenim dostaneme
— = —_— — —_— — —
KV LV =(1-p)?AV - BV + p(1 —p)AV - OV +p(1 — p)BV? =
= (1—p)s+p(1—p)BV?,
kde pismeno s oznacuje spoloéni hodnotu stc¢inov z (1). Analogicky plati
— — —39 —_— — =39
KV -MV=(1-p)s+p(1l—pAV° a LV -MV =(1-p)s+p(1—p)BV=-.

Vidime, ze ststava (2) je ekvivalentna so sustavou rovnosti

—

— —
p(1 —p)AV? =p(1 — p)BV? = p(1 — p)CV?,
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ktord je vzhladom na p(1 — p) # 0 splnena prave vtedy, ked |AV| = |BV| = |CV].
Tato podmienka znamena, ze priesecnik vysok V trojuholnika ABC splyva so stredom
kruznice opisanej. To nastane prave vtedy, ked je trojuholnik ABC' rovnostranny.

Iné rieSenie. V prvej Casti rieSenia predpokladajme, ze ABC je rovnostranny
trojuholnik, a oznac¢me O stred kruznice opisanej tomuto trojuholniku. Pri jednej
z rotacii o 120° okolo bodu O plati A — B+— C +— Aatiez K — L +— M — K,
lebo napriklad body K, resp. L delia v rovnakom pomere tsecku AB, resp. usecku BC,
ktora je obrazom prvej tsecky v spomenutej rotacii. To znamend, ze aj trojuholnik
K LM je rovnostranny a bod O je ortocentrom oboch trojuholnikov ABC a KLM.

V druhej c¢asti rieSenia predpokladajme, ze ABC nie je rovnostranny trojuholnik.
Potom stred O kruznice opisanej tomuto trojuholniku nesplyva s jeho taziskom T.
Lahko ukézeme, ze bod T' = (A + B + C)/3 je taziskom aj trojuholnika K LM. Podla
zadania totiz existuje ¢islo p € (0,1) také, ze

K=pA+(1—-p)B, L=pB+(1—-p)C, M=pC+(1-p)A,

odkial okamzite vyplyva rovnost (K + L+ M)/3 = (A+ B+ C)/3.

Pripustme, Ze trojuholniky ABC a KLM maji okrem taziska T spolo¢né aj
ortocentrum, ktoré ozna¢ime V. Podla znamej vety lezia body V, T', O v uvedenom
poradi na jednej priamke, nazyvanej Eulerova priamka trojuholnika ABC, pricom plati
|VT|: |TO| = 2 : 1. Stred kruznice opisanej je teda taziskom a ortocentrom jednoznacne
uréeny. Uvahou o Eulerovej priamke trojuholnika K LM tak zistujeme, Ze bod O je
nielen stredom kruznice opisanej trojuholniku ABC, ale aj stredom kruznice opisanej
trojuholniku K LM . Body K, L, M maju preto rovnaki vzdialenost od bodu O, takze
maju aj rovnakt mocnost ku kruznici opisanej trojuholniku ABC'. Tieto mocnosti sa
rovnaju hodnotam

—|AK| - |BK| = —p(1 — p)|ABJ?,
—|BL| - |CL| = —p(1 — p)|BC|?,
—|CM| - |AM| = —p(1 — p)|AC|?,

ktorych porovnanim dostaneme rovnosti |[AB| = |BC| = |CA| (lebo p ¢ {0,1}). To je
v spore s predpokladom, Ze trojuholnik ABC' nie je rovnostranny.

6. Na stole lezi k kopok s 1, 2, ..., k kamienkami, pricom k = 3. V prvom kroku
vyberieme 3 lubovolné kopky na stole, spojime ich do jednej a z tejto movej kopky
odstranime 1 kamienok (prec zo stola). V druhom kroku opdt spojime niektoré tri kopky
do jednej a potom z nej odoberieme 2 kamienky. Vseobecne v i-tom kroku spojime
lubovolné tri kopky, v ktorych je spolu viac ako i kamienkov, do jednej kopky a potom
z nej i kamienkov odstranime. Predpokladajme, Ze po nickolkiyjch krokoch zostane na
stole jedind kopka, v ktorej je p kamienkov. Dokazte, Ze cislo p je stvorec prdave vtedy,
ked obe cisla 2k + 2 a 3k + 1 si $tvorce. Dalej potom ndjdite najmensie k, pre ktoré je
¢islo p Stvorec. (R. Kucera)

Riesenie. Po i spravenych krokoch bude na stole k—2i kopok. Ak teda zostane nakoniec
na stole jedind kopka, bolo ¢islo k neparne a celkovy pocet krokov bol (k — 1)/2.
Rozoberieme, ¢i ¢islo k£ dava po deleni Styrmi zvysok 1, alebo zvysok 3.
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Pripad k = 4c+ 1. Na zaciatku lezi na stole 1+---+k = k(k+1)/2 = (de+1)(2¢+
+ 1) kamienkov, vo vSetkych 2¢ krokoch odstranime celkom 1 + --- + 2¢ = ¢(2¢ + 1)
kamienkov, takze pocet kamienkov v poslednej kdpke bude

p=(4c+1)(2c+1)—c(2c+1) = (2¢+1)(3c+ 1).

Cisla 2c+1 a 3c+ 1 st vSak nesudelitelné, takze p je Stvorec prave vtedy, ked st stvorce
obe ¢isla 2¢+ 1 a 3¢+ 1, teda prave vtedy, ked s Stvorce ich Stvornasobky 4(2c¢+ 1) =
=2k+2a4(3c+1)=3k+1.

Pripad k = 4c+3. Na zaciatku lezi na stole 1+ - -+k = k(k+1)/2 = 2(c+1)(4c+3)
kamienkov, vo vSetkych 2c¢ + 1 krokoch odstranime celkom 1+ ---+ (2¢ + 1) = (¢ +
+ 1)(2¢ + 1) kamienkov, takze pocet kamienkov v poslednej kopke bude

p=2(c+1)(4c+3) —(c+1)(2c+1) = (c+1)(6c+5).

Keby bolo ¢islo p stvorec, museli by byt stvorcami obe nestdelitelné ¢éisla ¢+ 1 a 6¢+ 5.
Ukéazme, Ze to nie je mozné. Pripustme existenciu prirodzenych ¢isel z, y takych, Ze
c+1=2%a6c+5 =y% Z rovnosti 622 — y> = 1 vyplyva, Ze ¢islo y je neparne,
takze ¢islo y? dava po deleni 6smimi zvysok 1. Cislo 622 potom po deleni 6smimi déava
zvysok 2, odkial vyplyva, Ze éislo 322 po deleni $tyrmi dava zvySok 1, a to je spor.
V pripade k = 4c 4+ 3 teda p nikdy nie je Stvorec, rovnako ako nie je Stvorec ani ¢islo
3k + 1 =12c + 10 (parne ¢islo, ktoré nie je delitelné styrmi).

Teraz najdeme najmensie ¢islo k = 4c + 1, ¢ 2 1, pre ktoré st obe éisla 2¢ + 1
a 3c + 1 $tvorce. Z rovnosti 2¢ + 1 = 22 a 3c + 1 = y? pre vhodné celé x,y > 1 vyplyva
322 — 2y? = 1, takze x je neparne. Potom ¢islo 2y? po deleni $tyrmi dava zvysok 2,
takze aj y je neparne. Polozme x = 2a+ 1, y = 2b+ 1 (a,b > 0 celé) a dosadme do
rovnosti 322 —2y? = 1. Po tiprave dostaneme vzfah 3a(a+1) = 2b(b+1), kam postupne
dosadzujeme a = 1,2,... Najdeme tak rychlo najmensie vyhovujice a = 4 a b = 5,
ktorym zodpovedda x =9, y = 11, ¢ =40 a k£ = 161.



