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52.ro¢nik MO Riesenia tloh cesko-polsko-slovenského stretnutia

1. Nech n = 2 je prirodzené cislo. V obore redlnych cisel vyrieste sustavu rovnic

max{l,z;} = xo,

max{2, xo} = x3,

max{n —1,z, 1} = (n — 1)z,

max{n, x,} = nz.

RieSenie. Ukazeme najprv, ze pre kazdé i € {1,2,... ,n} plati x; < i. Dékaz urobime
sporom. Predpokladajme, ze x; > i pre nejaké i.

Ak z; > 1, vyplyva z poslednej rovnice danej ststavy nerovnost max{n,x,} =
= nxp > n, takze z, > n. Ak dalej pre nejaké i > 1 plati z; > i, potom max{i —
—1l,z;1} = (i —1)x; > (i —1)i > i — 1. Preto tiez ;1 > i — 1. Odtial vyplyva,

Ze ak nerovnost x; > i plati pre niektoré i € {1,2,... ,n}, potom uz plati pre kazdé
i€{1,2,...,n}. V takom pripade ma vsak dand sustava tvar

Ty = To, Ty =2x3, ..., Tp_1=(n—1)x,, x,=nc.
Vynéasobenim tychto rovnic dostaneme zix5...x, = nlxizs...z,, o neplati pre

ziadne prirodzené n = 2. Vsetky x; st totiz kladné ¢isla. To je spor.
Pre vSetky i € {1,2,... ,n} teda x; < i. Preto

i = max{i,x;} = iv;y1, pricom x,+1 = x1.
Odtial uz lahko ziskame jediné reédlne rieSenie danej ststavy

x1=x2=...:xn:1.

2. Dany je ostrouhly trojuholnik ABC', v ktorom velkost vnitorného uhla pri vrchole B
je vacsia ako 45°. Nech D, E, F siu po rade pity vysok z vrcholov A, B, C a nech K
je taky bod usecky AF, Ze plati | DKF| = |{KEF|. Dokazte, zZe

a) taky bod K vidy existuje;

b) plati rovnost |[KD|? = |FD|?> + |AF|-|BF]|.

RieSenie. a) Ozna¢me velkosti vntutornych uhlov daného trojuholnika ABC' zvycajnym
sposobom a uvazujme Téalesovu kruznicu zostrojenti nad priemerom BC'. Vzhladom
na to, ze trojuholnik ABC' je ostrouhly, lezia péty vysok F, F' v polrovine BC'A. Z vlast-
nosti tetivového stvoruholnika BCEF vyplyva (obr.1), ze |{AFE| = v a |[{AEF| =
= (3. Podobne z tetivového stvoruholnika AFDC vyplyva, ze |[{DFB| =v. Ak K = A,
potom |{DKF| = |{DAF|=90°— (3 a |{KEF|=|{AEF| = (.

Ak sa bod K bude spojito pohybovat po tsecke AF od bodu A k bodu F, porastie
velkost uhla D K F spojito od hodnoty 90° — /3 k hodnote «y (v ostrouhlom trojuholniku je
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Obr. 1

90°— [ < ) asucasne bude velkost uhla K E'F spojito klesat, a to od velkosti 5 > 90°—(
k hodnote 0°. Preto na tsecke AF existuje bod K, pre ktory plati |{DKF| = |{KEF|.

b) Nech D’ je obraz bodu D v osovej simernosti podla priamky AB. Pretoze
|{AFE| = |{DFB| = #, lezia body E, F' a D’ na jednej priamke. Priamka KD’ je
podla vety o isekovom uhle doty¢nicou kruznice k opisanej trojuholniku K F'E, pretoze
|{D'KF|=|{DKF|=|{KEF)|. Pre mocnost bodu D’ ku kruznici k plati

[KD'|* = |D'F|-|D'E| = |D'F|(|D'F| + |FE|) =

T2y (1)

=|D'F|*+ |D'F|-|FE|.
Teraz sta¢i vyuzif rovnosti |FD| = |D'F| a |KD| = |KD’|, ktoré vyplyvaji zo
sumernosti bodov D a D’ podla AB a mocnost bodu F ku kruznici s priemerom AB,
podla ktorej

|EF|-|FD'| = |AF|- |BF).

Dosadenim do (1) tak dostaneme |K D|? = |F'D|? + |AF|-|BF)|, o sme chceli dokazat.

3. Ak pre éisla p, q, r z intervalu (2/5,5/2) plati pgr = 1, potom existuji dva trojuhol-
niky s rovnakym obsahom, pricom jeden mda strany a, b, ¢ a druhy md strany pa, gb,
rc. Dokazte.

RiesSenie. Zo zadania ulohy vyplyva, Ze niektoré dve z ¢isel p, ¢, » s bud nanajvys
rovné 1, alebo st aspon 1. MoZeme ich preto oznacit tak, Ze nastane jeden z nasleduju-
cich dvoch pripadov:

i) pSqg=1=m,

i) r<1<p<q

(i) Polozme a = ¢, b = 1, ¢ = pq, potom plati pa = pg = ¢, gb = q = a, rc =
= pqr = 1 = b. Trojuholniky, ktorych strany maja velkosti a, b, ¢ a pa, pb, pc, st
teda zhodné (ak existuji1). UkéaZzeme, Ze trojuholnik so stranami dizok ¢, 1, pq existuje.
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Pretoze pg < q < 1, staci overit jedint trojuholnikovii nerovnost, a to pqg + g > 1. Zo
vztahov

2

) ,
pg=— a 7“25 vyplyva pqég-

”
Vzhladom na to, ze p < ¢, plati tiez

2 3
qg\/;>5, a teda pq+q>1.

(ii) Polozme opéf a = ¢, b = 1, ¢ = pq. Ukdzeme, Ze aj v tomto pripade existuje
trojuholnik so stranami diZok ¢, 1, pq. Pretoze teraz pq = ¢ = 1, staci overit nerovnost
pq < q + 1. Z nerovnosti p < g vyplyva /pg < g; staci preto overit silnejsiu nerovnost
pqg < /pq+1,t.j. ze t = \/pq spliia kvadratickd nerovnost > —t — 1 < 0, alebo ze
—3/2 < \/pq < 5/2. Zo vztahov

1
pg=— a 12
r

5 5
vyplyva  /pq = \/; <3

ol DN

a naviac ,/pq = 1. Tym je dokaz hotovy.

4. Dany je trojuholnik ABC a v jeho vnitri bod P leZiaci na taznici z vrcholu C.
Oznacéme X priesecnik priamky AP so stranou BC a Y prieseénik priamky BP so
stranou AC. Dokazte, zZe ak je stvoruholnik ABXY tetivovy, potom je trojuholnik ABC
rovnoramennyj.

RieSenie. Ozna¢me dlzky stran trojuholnika ABC zvy¢ajnym spoésobom a, b, ¢ a D
stred strany AB. Z mocnosti bodu C ku kruznici opisanej Stvoruholniku ABXY
dostaneme |[C'A| - |CY| = |CB|-|CX]|, teda a-|CX| =0b-|CY|. Z Cévovej vety potom
vyplyva

|AD| - |BX|-|CY| _ |BX|-|CY| _1
|DB| - |XC|-|YA| |XC|-|YA]| ’
takze dosadenim a - |CX| = b - |CY| dostdavame dalej a - |[BX| = b - |AY|. Séitanim
rovnosti
a-|CX|=b-|CY] a a-|BX|=0b-|AY]
dostaneme a? = b2, ¢ize a = b. Trojuholnik ABC je teda rovnoramenny.

Iné riesenie. Ak je stvoruholnik ABXY tetivovy, st trojuholniky ABC a XY C
podobné (uu), plati preto a-|CX| = b-|CY|. Ozna¢me Sgpg obsah trojuholnika FFG.
Pre obsahy trojuholnikov zrejme plati

SAPC’ . ‘AC’ . b a SBPC’ . ’BC‘ . a

Sapy |AY|  |AY] Sppx  |BX| |BX|
PretoZe bod P lezi na taznici z vrcholu C' trojuholnika ABC, plati tiez Sapc = Sprc,
¢o s oboma predchadzajiacimi vztahmi dava

b g _a
[AY] 74 T 1BX]
Z rovnosti obvodovych uhlov AXB a AY B a dalej z rovnosti vrcholovych uhlov pri
vrchole P vyplyva podobnost trojuholnikov APY a BPX (uwu). Plati teda Sapy :
: Sppx = |AY|? : |[BX|?, ¢o v spojeni s predchddzajtcim vztahom déva a - |[BX|=1b-
- |AY|. Dalej pokra¢ujeme ako v predchadzajicom rieseni.

Sppx.



5. Urcte vsetky prirodzené ¢isla n = 2, pre ktoré su vietky binomické koeficienty
n n n
1)7\2)" 77 \n-1

Riesenie. Ukazeme, ze podmienkam tlohy vyhovuja vSetky prirodzené ¢isla n, ktoré
st mocninami ¢isla 2, t.j. vSetky prirodzené cisla tvaru n = 2™, kde m je prirodzené
¢islo. Pre kazdé k € {1,2,...,2™ — 1} plati

pdrne cisla.

9m\ m.(2m _1). . (2m —k+1)
(k:): 1-2- ...k ' (1)

Lubovolné prirodzené &islo » € {1,... ,k — 1} mozno zapisat v tvare 2%¢, kde ¢ je
neparne ¢islo a o < m je celé nezaporné ¢islo. Preto kazdy zo zlomkov

mé po skrateni v ¢itateli aj v menovateli neparne ¢isla. Podobne aj ¢islo & mozno zapisat
v tvare 2%¢, preto zlomok na pravej strane rovnosti

277’1 27’)’170{

k 14

ma v Citateli parne a v menovateli neparne ¢islo. Sti¢in vsetkych tychto zlomkov pre r =
=1,2,...,k je rovny kombina¢nému ¢islu (1), ktoré je preto parne. Tym sme dokézali,
ze kazdé kombinacné ¢islo tvaru (1) je parne.

Nech naopak n nie je mocninou éisla 2, t.j. n = ¢- 2™, kde ¢ = 3 je neparne ¢islo.
Ukazeme, ze kombinacné ¢islo

(c.gm):c~2m(c-2m—1)'---'(c'2m_2m+1) (2)

2m 1-2.3-....2m
je neparne. Podobne ako skor ukazeme, ze pre vSetky r € {1,2,...,2™ — 1} mé kazdy
zo zlomkov
c-2Mm—r . c-2™m
_— a tiez =c
r 2m

po skrateni v citateli aj v menovateli neparne c¢isla. Sucin vSetkych tychto zlomkov je
rovny kombina¢nému ¢islu (2), ktoré je preto neparne.

Danej tllohe vyhovuju vsetky prirodzené ¢isla n, ktora st mocninou cisla 2.



6. Ndjdite vietky funkcie f : R — R, ktoré pre vsetky x,y € R splriaji vztah
F(F(@) +y) =22+ F(Fly) — ).

RieSenie. Pre kazdé ¢ € R je funkcia f(z) = x4+ ¢ rieSenim danej funkcionélnej rovnice
(obe jej strany st potom rovné x + y + 2¢). Ukazeme, Ze iné rieSenia dand rovnica
nemd. Najprv dokdzeme, Ze funkcia f je surjektivna. Volbou y = — f(x) v danej rovnici
dostaneme

f0) =2z = f(f(~f(x) —=).

Pretoze kazdé redlne ¢islo mozno vyjadrit v tvare f(0) — 2z, existuje pre kazdé y € R
také z € R, ze plati y = f(2). Specialne potom existuje a € R, pre ktoré plati f(a) = 0.
Volbou x = a v danej funkcionalnej rovnici dostaneme

f)=2a+f(fly)—a) tj.  fly)—a=f(fly)—a)+a

Pretoze funkcia f je surjektivna, existuje pre kazdé = € R také y € R, ze x = f(y) — a.
Odtial vyplyva, ze pre kazdé z realne plati x = f(x) + a, t.j. f(z) = z — a. Tym je
uloha vyriesena.



