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51.ro¢nik MO Riesenia tloh cesko-polsko-slovenského stretnutia

1. Nech a, b st rozne redlne ¢isla a k, m prirodzené cisla, pre ktoré plati k+m =n = 3,
k < 2m am < 2k. UvaZujme postupnosti (z1, Ta, ... ,x,), ktoré vyhovuji nasledujicim
podmienkam:

k clenov postupnosti sa rovnd a, pritom 1 = a;

m clenov postupnosti sa rovnd b; pritom x,, = b;

Ziadne tri po sebe idiuce cleny nie su rovnake.
Urcte vsetky mozné hodnoty suctu

TpX1Lo + XL1X2x3 + ... + Tp—2Lp_1Tp + Tpn_1Tnl1-

RieSenie. Uvazujme postupnost (z1,...,Z,—1,%y), ktord vyhovuje podmienkam
ulohy. Pre Tubovolné jej tri po sebe idace ¢leny x, y, z existuje takéd ich permutécia
(x,vy,2), pre ktora plati bud (z,y,z) = (a,a,b), alebo (z,y,z) = (a,b,b). V oboch
tychto pripadoch je xyz = ab(x + y + z — a — b). Polozme este xg = =, a x,11 = 7.
Potom pre hladany stcet plati

Z Ti—1T;Tip1 = ab (3 Z x; —n(a+ b)) = ((2k — m)a + (2m — k)b)ab.

Teraz ukadzeme, Ze pre Iubovolné dve prirodzené ¢isla k, m, ktoré vyhovuju danym
podmienkam, existuje aspon jedna postupnost (z1,... ,z,) spliiajica pozadované pod-
mienky. Nech napr. 2m = k = m (v pripade 2k =2 m = k budeme postupovat
analogicky) a uvazujme postupnost 3m trojic (a,a,b) napisanych v rade za sebou, t.j.
postupnost

(a,a,b,a,a,b,... a,5a,b).

Této postupnost obsahuje 2m ¢isel a a m ¢isel b. Ak vyskrtneme napr. v prvych 2m —k
trojiciach (a, a,b) vzdy jedno a, dostaneme postupnost n = k+m prvkov, ktoré zrejme
vyhovuje podmienkam ulohy.

Zaver. Pre vsetky postupnosti, ktoré vyhovuji podmienkam tlohy, je hodnota
uvazovaného suctu vzdy ((2k —m)a + (2m — k)b)ab.

2. Dany je trojuholnik ABC, ktorého obsah je S. Pre jeho dizky strdn |BC| = a, |CA| =
=0, |AB| = ¢ plati a < b < c. Urcte najvicsie redlne ¢islo u a najmensie redlne ¢islo v
tak, aby pre kazdy vnitorny bod P trojuholnika ABC' bola splnend nerovnost

u < |PD| + |PE| + |PF| < v,

kde D, E, F st po rade priesecniky priamok AP, BP, CP s protilahlymi stranami
daného trojuholnika. (Hodnoty u, v vyjadrite pomocou dangch veli¢in a, b, ¢ a S.)

Riesenie. Uvazujme Tubovolny vnutorny bod P trojuholnika ABC a body D, E, F
podla zadania. Ozna¢me obsahy trojuholnikov PBC, PC A, PAB po rade S,, Sy, S..
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Z podmienok tulohy vyplyva 2S5, < a - |PD| £ ¢- |PD|, 25, < b-|PE| < ¢ |PE|
a 2S. < ¢ |PF|. Plati teda dolny odhad

2(5q + Sy + Se 25
PD| + |PE|+ |pp| 2 2t ot S 25
Cc Cc

kde v, oznacuje velkost vysky z vrcholu C' v trojuholniku ABC'. Ked teraz uvazujeme
bod P tejto vysky Iubovolne blizko vrcholu C, vidime, Ze aj hodnota suctu |PD| +
+ |PE| + |PF| sa Iubovolne priblizuje dizke vysky v.. Najvicsia hodnota u, ktora
vyhovuje podmienkam tlohy, je teda u = v. = 25/c.

Teraz stanovime horny odhad uvazovaného suctu. Najskor si uvedomme, zZe
flsecka AB (dIzky c) je najdlhsia (jedna z najdlhsich) medzi vsetkymi ﬁseckami ktorych

.....

ako kazdé z tseCiek AD, BE, C'F). Plati preto

Sa _ |PD] |PD| ) S
— > t.j. |PD|<c—
S T JAD| = ¢ J IPDI= e g
Analogicky potom
S, Se
|PE| < cgb a  |PFSc.

Suctom vsetkych troch nerovnosti dostaneme

Su, S S\ _,
sTss) "

|PD|+|PE|+|PF|§0( y 2y

Ked teraz zvolime bod P (vnutri trojuholnika ABC') Tubovolne blizko vrcholu A tak, aby
velkost uhla P AB bola lubovolne malé, Tahko nahliadneme, Ze aj hodnota uvazovaného
stétu sa bude Tubovolne blizit dizke ¢ strany AB. S ohladom na ziskany horny odhad
pre sucet |PD| + |PE| + |PF)| je teda najmensia hodnota v vyhovujica podmienkam
ulohy v = c.

3. Nech S ={1,2,... ,n}, kde n je dané prirodzené cislo. Urcte pocet vsetkych funkcii
f:S — S takych, Ze pre kazdé x € S plati x+ f4(x) = n+1. (Symbol f* oznacuje sturti
iterdciu, t.j. f4(z) = f(f(f(f(2)))).)

Riesenie. Pre kazdé = € S ozna¢me z* = n 4+ 1 — x, kde pre zobrazenie = — z* plati
x** = x. Nech f:S — S je funkcia vyhovujiica podmienkam tlohy. Pretoze f(z) =
= 2%, je f8(x) = z. Z podmienok tilohy vyplyva, Ze funkcia f je prost4, a teda bijektivna
(jedné sa teda o permuticiu na mnozine S). Mnozinu S mozno preto rozlozit na cykly,
ktorych dlzky s delitele ¢isla 8. Ak xq lezi v cykle dlzky 4, 2 alebo 1, tak xg = f4(x¢) =

= x5, preto xg = (n + 1)/2. To je mozné iba pre neparne n, potom ale vsetky prvky
uvazovaného cyklu musia byt rovné xy. Odtial vyplyva, Ze S je zjednotenim niekolkych
disjunktnjch cyklov dizky 8, pripadne naviac obsahuje izolovany prvok z. Plati teda

n = 8m alebo n = 8m + 1, kde m je prirodzené cislo.

Uvazujme najprv n = 8m. Ozna¢me A = {1,... ,4m} a B = {4m+1,...,8m}.
Uvazujme teraz uréity cyklus dizky 8 a ozna¢me C mnozinu jeho prvkov. Potom AN C
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je Stvorprvkovad mnozina a B N C je jej *-obraz. Naopak, pre kazda Stvoricu 1 < a <
< b < c<d< 4m moZno vytvorit mnozinu C = {a, b, ¢, d, d*, c*,b*,a*}, ktorej prvky
tvoria cyklus dizky 8. Dalej uréime, kolkymi sposobmi mozno vytvorif taky cyklus
dlzky 8 na mnozine C. Nech f(a) = w, potom w méze byt Iubovolny prvok mnoziny C
s vynimkou prvkov a a a* (Sest moznosti); dalej nech f(w) = z, potom z moze byt
TubovoIny prvok C s vynimkou prvkov a, a*, w, w* (8tyri moznosti); koneéne f(z) moze
byt lubovolny prvok C s vynimkou prvkov a, a*, w, w*, z a z* (dve moznosti). Zvysok
cyklu je uz potom urceny. Celkovo tak mame 6 - 4 - 2 = 48 moznosti.

Kazdej funkcii f danych vlastnosti tak mozno jednozna¢nym spoésobom priradit
rozklad 4m-prvkovej mnoziny A na m Stvoric. Spocitame, kolko takych rozkladov exis-
tuje. Mnozina A méa (42”) roznych stvorprvkovych podmnozin, prvi stvoricu rozkladu

4m—4

mozeme teda vybrat (42”) sposobmi, druht ( 7 ) sposobmi, atd. Celkom tak mame

4m)\ (4m —4 12\ /8\  (4m)!

4 4 \4)\4)  4m
moznosti. Pretoze nezalezi na poradi, v akom m stvoric rozkladu vyberame, je vzdy
m! rozkladov rovnakych. Celkom teda existuje

(4m)!
(4h)mm!

roznych rozkladov mnoziny A na m (neusporiadanych) stvoric. Kazda taka Stvoricu
prvkov mnoziny A doplnime zodpovedajicimi *-obrazmi z mnoziny B. Ziskame tak
jeden z moznych cyklov dizky 8. Na kazdom takom cykle mézeme funkciu f definovat
48 sposobmi, pre dany rozklad tak existuje celkom 48™ = (2 - 4!)™ moznosti, ako
definovat funkciu f. Celkovy pocet funkcii f vyhovujacich podmienkam tlohy je teda

m (4m)! 2" (4m)!
C@)mml T oml

(2-41)

V pripade n = 8m + 1 je nutné uvazovat izolovane prvok zo = (n + 1)/2 a na
mnozine S \ {zp} moézeme postupovat analogicky ako v pripade n = 8m (s rovnakym
vysledkom). Pokial n # 0,1 (mod 8), ziadna funkcia f vyhovujica podmienkam tulohy
neexistuje.

4. Nechn > 1 je prirodzené ¢islo a p prvocislo také, Ze n je delitelom c¢isla p—1 a sicasne
p je delitelom ¢isla n® — 1. Dokdzte, Ze 4p — 3 je druhou mocninou prirodzeného cisla.

Riesenie. Podla zadania p — 1 = n, ¢ize p = n + 1. Pretoze p je delitelom ¢isla n3 —
—1=(n—1)(n?+n+1), je nutne delitefom n? +n+1, t.j. n? +n+1 = mp, kde m je
prirodzené ¢islo. Preto mp = 1 (mod n) a podla predpokladu tlohy aj p =1 (mod n).
Z oboch predchadzajicich kongruencii vyplyva m =1 (mod n). Plati teda m = kn + 1
ap=14In+1,kde k a ¢ = 1 st nezdporné celé ¢isla, takze n?> +n +1 = mp = (kn +
+1)(¢n + 1) a po uprave n(l — kf) = k+ ¢ —1 = 0. Poslednej rovnosti a nerovnosti
vyhovuje iba k = 0. Odtial vyplyvam =1, p=n?+n+1, a teda 4p — 3 = (2n + 1)%
Tym je dokaz ukonceny.



5. Nech O oznacuje stred kruznice opisanej ostrouhlému trojuholniku ABC. Body P,
Q nech su po rade takymi bodmi jeho stran AC, BC, pre ktoré sucasne plati

[AP| _ |BC] |BQ| _ |AC

|PQ|  |AB] |PQ|  |AB|
Dokazte, Ze body O, P, Q) a C leZia na jednej kruzZnici.

Riesenie. Uvazujme zvycCajné oznacenie uhlov v trojuholniku ABC. Nech plati
napr. a« = [. Uvazujme trojuholnik QPD, ktory je zvonka pripisany strane QP

Stvoruholnika ABQP a je podobny trojuholniku ABC'. Potom plati (obr. 1)

PD| _|BC| QD] _lAC|
PQ| ~ [4B] PQl ~ 4B

Z danych podmienok vyplyva |PD| = |PA| a |QB| = |QD|. Na zdklade predpokladu

Obr. 1

a 2 (3 dalej mame

4P| |PD| |BC| . |
= = >1, t.]. AP| = |BQ)|.
BQ| ~ 10D| ~ JAC| 4P = BQ

V trojuholniku C'PQ teda plati |CP| = |CQ)| a tiez

1LCQP| < 1807_7

< a = |£DQP|,

40PQ = "0 = 5= 14DPQ|

7. oboch poslednych nerovnosti je zrejmé, ze D je vnatornym bodom konvexného
uhla BCX, kde X lezi na polpriamke AC za bodom C.
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Oznaéme teraz velkosti vntatornych uhlov pri zékladniach rovnoramennych troju-
holnikov ADP a BDQ po rade ¢ a 1. Velkosti vnutornych uhlov v §tvoruholniku ABD P
maji potom po rade velkosti o, 3+, v+ a 180° — 2. Pretoze ich stcet je 360°, plati
v =1, ateda |[{ADB| = . Bod D teda lezi na obliku BC kruznice opisanej trojuhol-
niku ABC. Vzhladom k tomu, Ze oba trojuholniky ADP a BD(Q st rovnoramenné (so
zakladtiami AD a BD), st priamky OP a OQ osi stran AD a BD trojuholnika ABD.
Pretoze stred O kruznice opisanej trojuholniku ABC je jeho vnitornym bodom, vyplyva
odtial bezprostredne

|LPOQ| = 180° — |{ADB| = 180° — |{PDQ| = 180° — .
Plati preto |[{PCQ| + |£LPOQ| = 180°, ¢o znamena, ze body O, P, C a @Q leZia na
jednej kruznici.
Analogicky mozno dokéazat tvrdenie v pripade, ked o £ 3. Tym je tiloha vyrieSena.

6. Nech n 2 2 je pdrne prirodzené c¢islo. UvaZujme polyndmy tvaru
Plz)=z"4ap_12" ' 4+ - +az+1

s realnymi koeficientmsi, ktoré maju aspon jeden redlny koren. Urcte najmensiu mozZni

hodnotu suctu a3 + ---+a2_;.

RiesSenie. Nech u je redlny koreri rovnice P(x) = 0. Jej tipravou a dalej potom vyuzitim

Cauchyho nerovnosti dostaneme

n—1 2 n—1 n—1
(u™ +1)? = (Z a,-ui) < Z a? - Z u?. (1)
i=1 i=1 i=1
Ked polozime n = 2m a u? = w,
n—1 2m—1 m—1
Zu%:Zw—w + (W™ +1) Zw (2)
i=1 i=1 i=1
Z toho, ze pre Tubovolné i € {1,2,...,m — 1} plati nerovnost (w' — 1)(w™ % —1) = 0,

vyplyva po jednoduchej tiprave
wh+wm < w™ 4 1.

Suctom vsetkych tychto nerovnosti pre 1 < i < m — 1 dostaneme

2 Zwi S (m—1)(w™+1).

i=1
Z nerovnosti (w™ — 1) = 0 dalej vyplyva w™ < %(wm + 1)2. Dosadenim ziskanych
nerovnosti do (2) dostaneme odhad

n—1
) w™ + 1)2 m—1 n—1
Zumé%Jr(merl)'T(merl): 1 (u" +1)%,

ktory vyuzijeme v (1). Po tprave ihned vyjde

n—1

4
Zafzn_l.

=1

Rovnost, s ohladom na pouzité nerovnosti, nastava prave vtedy, kedu =1aa; =... =
= Qp_1, t.]. prave vtedy, ked a; = —2/(n — 1) pre v8etky i € {1,2,... ,n — 1}.



