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51.ro¢nik Matematickej olympiady Riesenia tiloh IMO

1. Nech n je prirodzené ¢islo a nech T je mnoZina vsetkych bodov (x,y) v rovine,
kde x a y su celé nezaporné cisla a v +y < n. KaZdy bod z mnozZiny T je ofarbeny
bud cervenou, alebo modrou farbou. Ak je bod (x,y) cerveny, su cervené aj vietky
body (x',y') € T, pre ktoré€ plati ' < x ay' < y. Definuyme X -mnoZinu ako mnoZinu
n modrych bodov magicich rozne x-ove suradnice a'Y -mnozZinu ako mnozZinu n modrych
bodov majucich rozne y-oveé suradnice. DokdZte, Ze pocet X-mmnoZin je rovny poctu
Y -mnoZin. (Kolumbia)

RieSenie. Pre kazdé i = 0,1,... ,n oznacme a; (resp. b;) po¢et modrych bodov s z-ovou
(resp. y-ovou) stradnicou rovnou €islu i. Pretoze X-mnozina je kazdd mnozina modrych
bodov, ktorych z-ové stradnice su ¢isla 0,1,... ,n — 1 (kazdé prave raz), je pocet
vSetkych X-mnozin rovny sucinu agay .. .a,_1; podobne pocet vSetkych Y-mnozin je
rovny sucinu bgby . ..b,_1. Nasou tlohou je dokézat rovnost

aopdy ...Ap—-1 = bObl-”bnfl- (1)

Ukéazeme, Ze na oboch stranach (1) st dva rovnaké stbory ¢initelov, ktoré sa mézu 1isit
iba poradim, ¢o budeme zapisovat ako rovnost neusporiadanych n-tic

[ao,al, ce ,CLn_l] = [bo,bl, ce ;bn—l]- (2)

Rovnost (2) dokdzeme matematickou indukciou vzhladom na ¢islo n. Predstavme si, ze
body z T st rozdelené do skupin na jednotlivych priamkach x +y =k (0 < k= n—1).
Ak n = 1, je vSetko jasné, vtedy totiz plati bud ag = by = 1, alebo a9 = by = 0
(podla toho, ¢ je bod (0,0) modry, alebo ¢erveny). Predpokladajme teraz, ze n > 1.
Ak je ¢erveny niektory bod (u,v) na ,krajnej“ priamke = +y = n — 1, mézeme pouzit
indukény predpoklad pre mnoziny mrezovych bodov leziacich v trojuholnikoch Ty a Tq
z obr. 1 (ostatné body z T lezia vo vyfarbenom obdlzniku a st vietky ako bod (u,v)
¢ervené). Pre mnozinu T plati rovnost u-tic [ag, a1, ... ,ay—1] = [bys1,bvs2, ..., bn_1],
pre mnozinu To zasa rovnost v-tic [ay41,Gyy2,y .- s @n-1] = [bo,b1,... ,by—1]; pretoze
naviac a,, = b, = 0, je rovnost (2) dokazana.
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Ak st naopak na priamke z+y = n—1 iba modré body, odstranime ich z mnoziny T
a pre redukovani mnozinu T = {(z,y) € T : x +y < n— 1} vyuZijeme indukény
predpoklad. Ked priradime mnozine T’ éisla a;, b, (0 < ¢ £ n — 2) rovnako, ako sme
skor priradili ¢isla a;, b; mnozine T, st (n — 1)-tice [ag, al, ... ,al,_5] a [bl, 0], ... b, _5]
zhodné; vzhladom na modré body na priamke =z +y = n — 1 vSak mame a; = a + 1
ab;=04+1(0=7¢<n-2)ak tomu este a,_1 = b,_1 = 1, takZe rovnost (2) plati aj
v tomto pripade. Dokaz indukciou je ukonceny a tloha je vyriesena.

Iné riesenie. (Podla Jaroslava Hdjka.) Pretoze vsetky ¢isla a; a b; lezia v mnozine
{0,1,... ,n}, staci dokazat, ze pre kazdy jej prvok k je pocet indexov i s vlastnostou
a; = k rovny poctu indexov j s vlastnostou b; = k. Z podmienky tlohy zrejme vyplyva,
ze Tubovolny bod (i,7) € T je modry prave vtedy, ked spolu s nim st modré aj vSetky
body z T nad nim a vpravo od neho. Preto pocet indexov i s vlastnostou a; = k
dostaneme, ked od poctu pr modrych bodov na priamke = + y = n — k odpocitame
pocet pr+1 modrych bodov na priamke = + y = n — (k + 1); pritom kladieme py = n
a ppy1 = 0, aby sme ,08etrili“ aj krajné hodnoty £ = 0 a £k = n. Rovnakému rozdielu
Pk — Pk+1 je viak rovny aj pocet indexov j s vlastnostou b; = k. Tym sme dokazali
rovnost (2), a teda aj tvrdenie tlohy.

Iné rieSenie. (Podla Tomdsa Protivinského.) Vsetky Cervené body z T (pokial
vobec existuji, inak je (1) trividlne splnend) zrejme vyplnia zjednotenie niekolkych
(povedzme ¢) obdlznikov 0 < z < w;, 0 £ y < v;, ktorych (Cervené) pravé horné
vrcholy (u;,v;) (1 £ = q) oéislujeme tak, aby platilo 0 S u; <ug <...<u;<n-—1
an—12wv >wvy>...>uv; 21 (obr.2). Ak niektory bod (u;,v;) lezi na priamke
x+y=n-1,plati a,, = b,, = 0, takze st€iny na oboch stranach (1) st nulové. Preto
dalej predpokladajme, ze u; +v; < n—1pre kazdéi € {1,2,...,q} (odtial o.i. vyplyva,
ze ug < n—1awv; <n—1). Teraz lahko vyjadrime (kladné) poéty a; v jednotlivych
intervaloch 0 < ¢ < uy, w3 <1 S ug, ..., ug < i < n—1 ako pocty bodov z T, ktoré
lezia nad hornou stranou prislusného ,,éerveného“ obdlZnika.

ai=n—1—i—v; (0=14= ),

a;i=n—1—i—vy (u1 <iZ ug),

ai=n—1—i—v; (ug_1 <1i=uy),

ai=n—1—i+1 (u,<i<n-—1).

Cize
a;=n—1—i—ve41 (us <iZugy1, 0= 5= q),
kde naviac kladieme ug = v441 = —1, vg = ug41 = n — 1. Dostavame tak
n—1 q Us+1 q
, (n—2—us—vsy1)!
o=T T0 1 nen =[] U2t
1=0 s=0 1=us+1 s=0 s+1 s+1):

kde sme vyuzili to, ze kazdy sucin c¢(c+ 1)(¢+2)... (c + d) niekolkych po sebe iducich
prirodzenych ¢isel je rovny podielu faktoridlov (¢+d)!/(c—1)!, pricom 0! = 1. Premyslite
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Obr. 2

si sami podla obr. 2, aky geometricky vyznam maji hodnoty ¢ =n — 1 — ug11 — vsyq
ac+d=n—2—us — vsy1.
Pre ¢isla b; plati analogické vyjadrenie

bj:n_]-_j_us (Us+1<.j§US7O§S§Q)7

takze ich sacin je rovny

n—1 q Vs q (n_z_u v )‘
N I (O e
Jj=0 s=0 J=vs+1+1 s=0 S s/

Vidime, ze najdené ,faktoridlové“ vyjadrenia oboch sucinov z (1) sa lisia iba v meno-
vateloch, a to o ¢initele (n —2 —us —v5)! pre s = 0 a s = g+ 1, ktoré st vSak oba rovné
0! = 1. Dokaz rovnosti (1) je tak dokonceny.

2. Nech BC' je priemer kruznice I' so stredom O. Bod A lezi na kruznici I' tak, Ze
0° < |£AOB| < 120°. Nech D je stred toho oblika AB, na ktorom nelezi bod C.
Priamka vedend bodom O rovnobezne s DA pretne priamku AC v bode J. Os usecky OA
pretne kruznicu I' v bodoch E a F. DokdzZte, Ze bod J je stred kruznice vpisanej
trojuholniku CEF'. (Juzna Kdrea)

RieSenie. Na dokaz tvrdenia potrebujeme ukazat, ze bod J lezi jednak na osi
uhla ECF, jednak na osi uhla EFC. Use¢ky AE a AF maja dlzku rovnt polomeru r
kruznice T', lebo st stimerne zdruzené s jej priemermi OF a OF (obr. 3). Zo zhodnosti
tetiv AE a AF vyplyva zhodnost obvodovych uhlov ECA a FCA, preto bod A, a teda
aj bod J, lezi na osi uhla ECF.

Podla Télesovej vety je uhol BAC nad priemerom BC pravy, a pretoze OD je os
usec¢ky AD, OD || AJ, ¢o spolus OJ || DA znamend, ze OJAD je rovnobeznik. Preto
|AJ| = |OD| = r, ¢o spolu s rovnostou |AE| = |AF| = r znamen4, Ze trojuholnik JF'A
je rovnoramenny. Zo zhodnosti uhlov JFA a AJF potom vyplyva

|{JFE| = |{JFA| — |{EFA| = |{AJF| — |{ECA| =
= |LAJF| —|LJCF| = |£JFC)|.
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Obr. 3

To znamena, Ze bod J lezi na osi uhla EFC.

V prvej rovnosti prave prevedenej upravy sme vyuzili to, ze bod J je vnutornym
bodom trojuholnika CEF. To zarucuje podmienka |{AOB| < 120°, lebo potom lezi
bod D vnutri oblika EFA (trojuholnik FOA je rovnostranny), teda ,nad“ osou EF
uhlopriecky OA rovnobeznika OJAD, takze jeho protilahly vrchol J lezi v polrovine
EFO = EFC. (Ako Tahko zistime, pre bod A taky, ze |[{AOB| = 120°, vyjde J = C
a pre |[{AOB| > 120° uz bod J padne dokonca mimo kruhu ohrani¢eného kruznicou I'.)

Iné riesenie. Rovnako ako v predchadzajicom rieSeni zistime, ze bod .J lezi na
osi uhla ECF a ze OJAD je rovnobeznik. Zo stmernosti podla EF naviac vyplyva
|AE| = |OE| = |OA|, takze AEO a AFO su zhodné rovnostranné trojuholniky, t.j.
| EOF| = 120°. Odtial jednak vyplyva, ze uhol EC'F' mé velkost 60°, jednak vidime,
ze body O a J lezia na kruznici IV = (A;|AO|) (obr.4), ktorej tetive EF prislucha

obvodovy uhol 120°. Ak je I stred kruznice vpisanej trojuholniku CEF, lezi, ako uz
vieme, na polpriamke C'A. Pre velkost uhla ETF potom méame

|AEIF|=180° — {|{CEF| — |{CFE| = 90° + 3|{ECF| = 120°,

¢o znamen4, ze aj bod I lezi na kruznici I'V. T4 vSak pretina tisecku AC v jedinom bode,
preto J = 1.

3. Najdite vsetky dvojice prirodzenich c¢isel m,n = 3 také, Ze existuje nekonecne vela
prirodzenych cisel a, pre ktore je

a”+a-—1
a®”+a? -1
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celé cislo. (Rumunsko)

Riesenie. Predpokladajme, Ze dvojica prirodzenych ¢isel (m,n) ma pozadovanu vlast-
nost. Zrejme plati m > n, v pripade m < n by totiz pre kazdé a > 1 platilo

m -1
0<$<1.
a” +a?—1

Pri deleni mnohoclena F'(z) = 2™ + 2 — 1 mnohoélenom G(z) = 2™ + 22 — 1 ndjdeme
mnohoéleny Q, R s celo¢iselnymi koeficientmi spliiajiice rovnost F(z) = Q(x)G(x) +
+ R(x), pri¢om stuperni mnohoélena R je mensi ako stupeni G. To znamena, Ze

R(z)
G — 0 pre x — o0, (1)
zéroven vsak z rovnosti (@ @
F(a R(a
¢~ Y7 e

podla podmienky tlohy vyplyva, ze podiel R(a)/G(a) je celé ¢islo pre nekoneéne vela
prirodzenych ¢isel a. To vzhladom k (1) znamend, Ze len pre koneény pocet z nich je
R(a)/G(a) # 0, takze mnohoélen R ma nekonecne vela korenov, je teda nulovy, t.j.
R(z) = 0 pre kazdé z. Ak teraz oznacime k = m —n > 0, tak z vyjadrenia

Flz) a"*4+z—-1 . -2 4ab4p—1

Q(x):G(m): a2 -1 + an + a2 —1 2)

vyplyva, ze mnoho¢len G(z) = 2™ + 2% — 1 deli mnohoé¢len —z**2 4 2% + z — 1, ktory
mozno rozlozif na stéin (1 — x)(z¥*+1 4+ 2% — 1). Pretoze G(1) = 1 # 0, mnohoclen G(z)
deli dokonca mnoho¢len H(z) = x**! + z¥ — 1, medzi ich stuptiami preto plati vztah
n < k+ 1. Z nerovnosti G(0) = —1 < 0 a G(1) =1 > 0 vyplyva, ze G(s) = 0 pre
niektoré redlne ¢islo s € (0,1). Potom vsak tiez H(s) = 0, takze s™ + s2 — 1 = sF+1 +
+ 5% — 1, &ize s" — s#T1 = sk — 52, Lava strana poslednej rovnosti je nezaporna (plati
totiz 0 < s <1l an = k+1), takze podla pravej strany musi platit & < 2. Podla zadania
ulohy vsak plati n = 3, teda z nerovnosti n < k+1ak <2 vychddzan =3 a k = 2,
odkial m = n 4+ k = 5. Dvojica (m,n) = (5,3) ma naozaj pozadovanu vlastnost, lebo

w+r—1

_ .2
e Sk

Poznamka. Podané rieSenie vyzera zdanlivo jednoducho. Rozhodujiicim obratom
je ,Clastoéné“ vydelenie (2), bez ktorého by sme naslednym postupom dosli k rovnosti
s"tk 1 s = s" + 52, ktorej rozbor (pévodné autorské riesenie) je velmi narocny.
Upravu (2) a jej ti¢innost objavil este pred vlastnou stitazou vedtci bulharskej delegécie
Sava Grozdev. Nezmenilo to vSak nic¢ na nazore poroty, Ze tloha je najnarocnejsia z celej
vybranej Sestice. Vysledky sufaziacich to potvrdili.



4. Nech n je prirodzené cislo vicsie ako 1. Vsetky kladné delitele c¢isla n oznacime
di,da, ... dy, kde
l=di <dy <...<dp =n.

Polozime D = d1d2 + d2d3 + ...+ dk—ldk-

(a) Dokdzte, Ze D < n>.

(b) Urcte vietky n, pre ktoré je ¢islo D delitelom ¢isla n?. (Rumunsko)
RieSenie. a) Ak patri ¢islo d k delitelom ¢isla n, patri k nim aj ¢islo n/d. Preto je
rastica k-tica delitelov n/dg,n/dg_1,... ,n/d; zhodnd s pdovodnou rastticou k-ticou
(vsetkych) delitelov dq,ds, ... ,d;. Vzhladom na zrejmé nerovnosti k = n a d; = j
preto plati

D= d1d2 +d2d3 +"'+dk—1dk =

_n. .n _n n_oo...n.on_
dp dp—1  dr—1 dr—2 dy dy
1 1
2
=n bt >§
(dldg d2d3 dk—ldk
1 1 1
< 2<_ )
="\12%323 LTy
TR Ly
2 2 3 -1 n
1
= 2(1——><n2
n

b) Ukéazeme, Ze ¢islo D deli ¢islo n prave vtedy, ked n je prvocislo. Ak je n prvodislo,
potom k = 2,d; =1, dy =naD =1-n = n, o je skuto¢ne delitel ¢isla n2.
Predpokladajme dalej, ze ¢islo n je zlozené a ozna¢me p jeho najmensi prvociselny
delitel. Potom plati £ > 2 a dx_1 = n/p, odkial dostavame

n n?
D = didy +dods + - - + dp—1dy, > dp—1dy, = 5 n=—,

p

¢o spolu s dokdzanou ¢astou a) vedie k odhadu n?/p < D < n?. Odtial uz vyplyva, ze
D nedeli n?, lebo ¢islo n?/p je po &sle n? druhy najviicsi delitel ¢isla n?.

5. Nech R oznacuje mnoZinu vsetkych realnych cisel. Najdite vsetky funkcie f: R — R
take, Ze
(f(2) + f(2)) (f(y) + () = flzy — 2t) + f(at +yz)

pre lubovolné x,vy, z,t € R. (India)

Riesenie. Lahko overime, Ze medzi funkcie spliiajice dant funkcionalnu rovnicu patria
funkcie uréené vztahmi f1(z) = 0, fa(z) = 1/2 a f3(x) = 2. UkdZeme, Ze ziadna ind
funkcia f pozadovanu vlastnost nema.

Dosadenim z =y = z = 0 do dane] rovnice dostaneme 2f(0)(f(0) + f(t)) = 2/(0)
pre kazdé t. Specidlne pre t = 0 vychadza 4f(0)? = 2£(0), takze bud f(0) = 0, alebo
f(0) =1/2. V pripade f(0) = 1/2 podla predoslého plati 1/2 + f(t) = 1, a teda f(t) =
= 1/2 pre kazdé t.



Predpokladajme teraz, ze f(0) = 0. Volbou z = t = 0 v danej rovnici dostaneme
f(zy) = f(x)f(y) pre lubovolné z, y. Taka funkciu f nazyvame multiplikativna.
Specialne plati f(1) = f(1)2, takze bud f(1) = 0, alebo f(1) = 1. V pripade f(1) = 0
vSak f(z) = f(z-1) = f(x)- f(1) =0, t.j. f(x) =0 pre kazdé z.

Zostava teda preskumat pripad, ked f(0) = 0 a f(1) = 1. Ked dosadime = = 0
ay=1t=1do (1), dostaneme 2f(z) = f(—z2) + f(z), ¢ize f(z) = f(—z) pre kazdé z,
to znamend, %e f je parna funkcia. Ak teda dalej ukaZeme, Ze f(x) = x? pre kazdé
x > 0, bude rovnaky vztah platif pre kazdé realne ¢islo x. Ked v danej rovnici polozime
y =z =t = 1, dostaneme pre kazdé = rovnost

2(f(x) +1) = flx = 1) + flz+1),

z ktorej mozno vypocitat hodnotu f(z+1), ak pozndme hodnoty f(z) a f(z — 1). Tymto
postupom mozno jednoduchou indukciou overit, ze f(n) = n? pre kazdé prirodzené
¢islo n (kedze to plati pre n = 0 a n = 1). Odtial uz vzhladom na to, ze f je
multiplikativna, pomerne jednoducho vyplyva, ze rovnost f(z) = z? plati pre kazdé
kladné racionalne ¢islo x. Skutocne, ku kazdému takému x existuje prirodzené n také,
7e ¢islo nx je prirodzend; ako uz vieme, rovnosti f(n) = n? a f(nz) = (nz)? platia,
v ich dosledku dostavame

odkial f(x) = 2. Posledné rovnost bude platit aj pre kladné iraciondlne &isla z, ked
ukdZzeme, Ze funkcia f je na intervale (0, 00) neklesajica. VSimnime si najprv, ze pre
kazdé redlne x plati f(z) = f (\/m )2 2 0; preto ma funkcia f iba nezdporné hodnoty.
Ak 0 < v < u, potom

F) = F(V0)? = (J(V0) +0)° £ (F(V0) + F(Vu—0))" = f(w),

kde poslednd rovnost vyplyva z danej rovnice volbou z =t = v ay = z = Vu — v.
Ukézali sme, Ze f je skutocne na intervale (0, 00) neklesajtca a cely dokaz je hotovy.

6. V rovine si dan€ kruznice I'1,I'a,... ,I',, s polomerom 1, kde n = 3. Ich stredy
oznacme po rade O1,0s,...,0,. Predpokladajme, Ze kaZda priamka pretina najviac
dve z danych kruznic. Dokadzte, Ze

Z 1 < (n— 1)7r.
‘OZOJ| - 4

1<i<j<n

(Ukrajina)

Riesenie. Poznamenajme najprv, ze ziadne dve z danych kruznic nemaju spolocny
bod, lebo spoloénym bodom dvoch kruznic I';, T'; by bolo mozné viest priamku, ktora
pretina Tubovolnt tretiu kruznicu I'.

Uvazujme teraz konvexny obal rovinnej mnoziny, ktora je zjednotenim danej n-tice
kruznic. Hranica tohto obalu sa sklada z niekolkych tsekov spolo¢nych vonkajsich dotyc-
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nic dvojic danych kruznic a niekolkych ich oblikov (obr. 5). Prislusny obluk kruznice T';

ozna¢ime I';y a jeho velkost v radidanoch «;p. (Ak ma kruznica I'; s hranicou obalu
spoloény najviac jeden bod, polozime I';o = () a ;o = 0.) Pretoze skiimand hranica je
hladké uzavreta krivka, zrejme plati rovnost

1o + Qg + -+ Qg = 27 (1)

Dalej budeme potrebovat nasledovnii vlastnost kazdého oblika I';o: Ak je T Iubovolny
vnutorny bod oblika I';g, tak dotyc¢nica ku kruznici I'; s bodom dotyku 7" nemé spoloc¢ny
bod so ziadnou dalsou kruznicou I';, j # i.

Vyberme teraz lubovolné dve dané kruznice I';, I'; a na prvej z nich, kruznici I,
uvazujme body T' s touto vlastnostou: Doty¢nica ku kruznici I'; s bodom dotyku T mé
aspon jeden spolo¢ny bod s kruznicou I';. VSetky také body 7' vyplnia na kruznici I';
dva zhodné obluky I';; a F,’Lj, ktorych krajné body st body dotyku spolo¢nych dotycnic
danej dvojice kruznic (obr. 6). Pre velkost «;; tychto oblikov podla obrazka plati

1 1 sin ov; Qi
———, odkiafl = g (2)
510:0] 10,04 2 2

sin Q5 =

pretoze sina < « pre kazdé o € (0,7/2).

. 7 / ~ .
Fz// I, . \\Fj
/ \ \
/ \ \
i \ \
I O; + O; I
\ ¢ 1 Qg J I
\ /
\ ) /
\ /y /7
\\\ P’Lj ///

1
§|Oi0J|
Obr. 6



Podla predchadzajiceho popisu sme na kazdej kruznici I'; vyznadili 2n — 1 oblukov
— oblik Ty a (n — 1) parov oblikov I';; a I'};, kde j € {1,2,... ,n}\ {i}. Podla zadania
ulohy ziadne dva z tychto (2n — 1) oblikov nemaja spolo¢ny vnitorny bod, takze pre
sucet ich velkosti plati odhad

JF#i
pre kazdé i = 1,2,... ,n. Ked séitame tychto n nerovnosti, tak vzhladom na vztah (1)
a zrejmé rovnosti |0;0;| = |0;0;| dostaneme

AN

1 s - (n—1)rm
2 <n-—— 0= ———,
> 0:0,] =" 2 ;O‘O 2

1<i<j<n
odkial po deleni dvoma vychédza Ziadand nerovnost.

Pozndmka. Dokaz, ktory sme uviedli, patri vedicemu kolumbijskej delegacie F. Ar-
dilovi a je ovela jednoduchs$i ako povodné autorské riesenie.



