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52. ro¢nik Matematickej olympiady Riesenia uloh IMO

1. Nech A je podmnozina mnoziny S = {1,2,...,1000000} obsahujica prdave 101 pro-
kov. Dokdzte, Ze v S existuju cisla t1,ta,... ,t100 také, Ze mnoziny

Aj={z+tj:xec A} prej=12...,100

st po dvoch disjunktné. (Brazilia)

RieSenie. Vytvorme mnozinu vSetkych rozdielov D = {x — y : x,y € A}. Pretoze A
mé 101 prvkov, obsahuje D okrem nuly najviac 2 - ('3") = 101 - 100 = 10100 dalsich
(kladnych aj zapornych) ¢isel. Vsimnime si, ze dve z uvazovanych mnozin A;, A; st
disjunktné prave vtedy, ked x + t; # y + t; pre lubovolné z,y € A, teda prave vtedy,
ked t; —t; ¢ D. Nasou tlohou je preto vybrat ¢isla t1,t2,... ,t100 € S tak, aby ziadny
ich rozdiel nepadol do ,,zakdzanej*“ mnoziny D.

Spomenuty vyber urobime induktivne. Prvé ¢islo ¢; vyberieme z S Tubovolne.
Predpokladajme, Zze sme uz pre niektoré k < 99 vybrali ¢isla t1,ts,... ,tx € S tak,
ze t;—t; ¢ D pre lubovolné rézne i,j € {1,2,... ,k} (pre k = 1 je to splnené trividlne).
Cislo ;41 musime v S zvolit tak, aby platilo tx1 —t; ¢ D pre kazdé i € {1,2,... ,k}.
Pre pevné i tak ma ¢islo t;1 prave tolko ,,zakdzanych* hodnét ¢; + d, kolko je vSetkych
Cisel d € D. Tych je, ako vieme, najviac 14+101-100 = 10 101. Pre vSetky ¢ € {1,2,... ,k}
tak celkom dostaneme najviac k- 10101 zakazanych hodndt, ¢o je najviac 99 -10101 =
= 999999 ¢isel. V mnozine S je viak 10° ¢&isel, takZe vyber &sla t;1 je mozny.

Pozndmka. Hodnota |S| = 10° je zbytocne velka (v predchddzajticom rieseni sme
zanedbali skuto¢nost, ze v mnozine D lezi s kazdym cislom aj ¢islo opacné). D4 sa
ukézaft, ze pre Tubovolnt k-prvkovii podmnozinu A mnoziny S = {1,2,... ,n} plati, ze
ak je m prirodzené cislo také, ze

o ()

existuji v mnozine S ¢isla t1,to,... ,t,, také, Ze mnoziny A; = {z +t; : x € A} (j =
= 1,2,...,m) st navziajom disjunktné. (Pre k& = 101 stac¢i teda uvazovat mnozinu

S=1{1,2,...,500051}.)

2. Urcte vsetky dvojice prirodzenych ¢isel (a,b) také, Ze
a2

2ab%2 — b3 +1

je prirodzené cislo. (Bulharsko)

Riesenie. (Podla Jana Moldcka.) Ukazeme, Ze rieSeniami st préave vsetky dvojice (a, b)
tvaru (8k* — k,2k), (k,2k) a (k,1), kde k € N je lubovolné. Hladdme prirodzené ¢isla
a, b, n, pre ktoré plati

CL2

bl — B +1 " (1)
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Rovnost (1) mozno upravit na tvar kvadratickej rovnice
a® — 2nb*a+n(b* — 1) = 0.

s neznamou a. Jej korenmi su ¢isla

a2 = nb? + \/(an)2 — n(b3 — 1). (2)

Pretoze jeden z korefov a; 2 je rovny hladanému prirodzenému ¢islu a, odmocnenec vo
vztahu (2) musi byt Stvorec, teda musi mat tvar

(nb*)* —n(b® —1) = &2 (3)

pre vhodné celé d = 0. Také ¢islo d urdite existuje, ak b = 1 (potom b3 — 1 = 0, takZe
d = nb?). Zaoberajme sa ale najprv naro¢nejsim pripadom, ked b > 1. Ukazme, Ze pre
také b z (3) vyplyvaju odhady

b—1

b1
—L<d<nb2—T. (4)

b2
" 2

PretoZe oba krajné vyrazy st kladné, mozeme obe nerovnosti umocnit; po dosadeni d?
a jednoduchych algebraickych upravach dostaneme dvojicu nerovnosti

(b+1)2 <4n(®*+1) a (b—1)2+4n(*-1) >0,

ktoré zrejme platia, lebon =1 a b > 1. Tym st odhady (4) dokdzané.

Vsimnime si teraz, ze rozdiel oboch krajnych vyrazov v (4) je rovny 1. Pre neparne b
by sa tieto vyrazy dokonca rovnali dvom po sebe idiicim prirodzenym cislam, takze by
ziadne celé d spliiajiice podmienku (4) neexistovalo. Cislo b je preto parne, teda b = 2k
pre vhodné k € N; jediné celé d vyhovujice nerovnostiam (4) je potom tvaru

d:an—g:élnkQ—k:.

Pre také b a d prejde rovnost (3) do tvaru
(4nk*)? — n(8k* — 1) = (4nk® — k)?,
z ktorej Tahko vyplyva n = k?; vztahy (2) potom dévaji vyjadrenie
a1 =8k*—k a ay=k.

Pretoze obe vypocitané hodnoty a; st prirodzené ¢isla (pre kazdé k € N), dostavame
dve (nekonec¢né) skupiny rieseni (a,b) = (8k* — k,2k) a (a,b) = (k,2k), kde k € N.
Zostava rozobrat pripad, ked b = 1. Vtedy ma zlomok zo zadania tlohy tvar

a? a®

2ab2 — B +1  2a

a
27

takZe je rovny prirodzenému ¢islu prave vtedy, ked a = 2k pre vhodné k € N. Tretou
(a poslednou) skupinou rieseni su teda dvojice tvaru (a,b) = (k, 1), kde k € N.
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3. Je dany konvexny Sestuholnik, ktorého lubovolné dve protilahlé strany maju nasle-
dujiicu vlastnost: vzdialenost ich stredov je \/3/2 ndsobok sictu ich dlzok. Dokdzte, Ze
vsetky uhly daného Sestuholnika su rovnaké.

(Konvezny Sestuholnik ABCDEF mda tri dvojice protilahljch strin: AB a DE, BC
a EF, CD a FA.) (Polsko)

RieSenie. Oznacme A, B, C, D, E, F vrcholy daného Sestuholnika a uvazujme tri
uhlopriecky AD, BE a FC. Niektoré dve z nich nutne zvieraju uhol aspon 60°. Bez
ujmy na vSeobecnosti predpokladajme, zZe st to uhlopriecky AD a BE. Ozna¢me P ich
priesecnik a M, N stredy protilahlych stran AB a DE (obr.1).

Pretoze |{APB| = |{EPD| = 60°, lezi bod P vnutri kruznice opisanej rovno-
strannému trojuholniku ABP’ (obr.2), takze plati [MP| < |MP'| = (v/3/2)|AB]
s rovnostou prave vtedy, ked P = P’, ¢ize prave vtedy, ked je trojuholnik ABP
rovnostranny. Podobne odvodime, ze [N P| < (v/3/2)|DE| s rovnostou prave vtedy, ked
je trojuholnik DEP rovnostranny. Pre vzdialenost stredov oboch protilahlych stréan
AB, DFE tak dostavame odhad

IMN| < |MP|+ |NP| < 1V3(|AB| + |DE)).

Z predpokladov tulohy teda vyplyva, Ze oba trojuholniky ABP a DE P st rovnostranné
a uhlopriecky AD, BFE zvieraju uhol 60°.

Zostavajiuca uhlopriecka C'F musi s jednou z uhloprie¢ok AD, BE zvierat uhol
aspor 60°. Opit mozeme bez ujmy na vseobecnosti predpokladat, Ze sa jedna napr. o uh-
lopriecku AD, priese¢nik uhloprie¢ok CE, AD ozna¢me Q. Uplne rovnako ako v pred-
chiddzajacom pripade zistime, Ze trojuholniky FFAQ a CDQ su rovnostranné. Ked
nakoniec oznac¢ime R priesecénik uhlopriec¢ok BE a C'F, ktoré podla predchadzajiceho
zvieraju nutne uhol 60°, zistime, Ze aj trojuholniky BCR a EF R st rovnostranné.
Odtial vyplyva tvrdenie ulohy.

Iné rieSenie. Oznac¢me A, B, C, D, E, F vrcholy daného Sestuholnika a @ =
e —> _— o , . . . N —
BC,..., f = FA vektory uréené jeho stranami, pritom a + b + ...+
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+ 7 = 0. Ak ozna¢ime M, N stredy protilahlych stran AB, DE, mdZeme prislusny

Obr. 3

3 X .
vektor M N vyjadrit dvoma spésobmi (obr. 3).

MN=1a@+b+7c+id a MN=-la-f-¢-14d,
odkial
MN=Yb+72-2-7). (1)
Podla predpokladu plati
— 3 3
N - L7+ 31z P - 7). o)

— —
. — — — — — —
Polozme ¥ ="a" — d, y = ¢ — f, 27 ="¢€ —

a podobne

Prave uvedené nerovnosti mézeme pomocou skaldrnych stcinov ekvivalentne prepisat
ako

2P =27, 7)) + |7 2 37
7P =207, Y) + [y )P 2 37
Scitanim vSetkych troch nerovnosti vyjde
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¢ize —| 2 + Y + Z'|? 2 0. Odtial viak vyplyva, ze T + ¥ + 2z = 0 a Ze vo vietkych
predchédzajacich nerovnostiach plati rovnost. Teda jednak

V-7 =V3|7,
7T -7 = V3|7,

jednak vdaka rovnosti v (2) a v dalsich dvoch analogickych nerovnostiach aj a || d | =,
A T S G G
cllflly,elb =

— — —_—

Ked zostrojime trojuholnik PQR tak, ze PQ = =, QR = %, RP = Z (o
mézeme vdaka rovnosti @ + 3 + 2z = 0), bude niektory z jeho vnitornych uhlov mat
velkost aspon 60°. Nech je to napr. uhol PRQ (obr.4). Pre stred M strany P potom
plati [MR| = | — Z’|/2 = V3| Z'|/2 = V3|PQ|/2, ¢o znamen4, Ze trojuholnik PQR
je rovnostranny. Pre vnutorné uhly daného Sestuholnika to vzhladom na dokazant

rovnobeznost jeho protilahlych stran s prislichajicimi vektormi z', ¥ a Z znamen4,
Ze vSetky jeho vnatorné uhly maju velkost 120°.

/
/
/
/
R ’ v -7
— —
< Yy
P M Q
Obr. 4

Pozndmka. 7 uvedeného rieSenia je zrejmé, ze lubovolny Sestuholnik spliiajici pred-
poklady ulohy dostaneme tak, ze z niektorého rovnostranného trojuholnika ,,odrezeme®
pri kazdom jeho vrchole zhodny rovnostranny trojuholnik.

4. Nech ABCD je tetivovy stvoruholnik. Oznacme postupne P, Q a R pdty kolmic
z bodu D na priamky BC, CA a AB. Dokazte, zZe |PQ| = |QR)| prave vtedy, ked sa osi
uhlov ABC a ADC pretinaji na priamke AC'. (Finsko)

Riesenie. Oznac¢me po rade X7, X priesecniky osi uhla ABC a osi uhla ADC's uhlop-
rieckou AC daného tetivového stvoruholnika ABCD (obr.5). Zo znamej vlastnosti
osi uhla vyplyva jednak |AX;|/|CX:| = |AB|/|CB| (v trojuholniku ABC), jednak
|AX5|/|CX2| = |AD|/|CD| (v trojuholniku ACD). Osi uhlov ABC a ADC sa teda
pretnt na uhlopriecke AC prave vtedy, ked X; = Xo, ¢ize prave vtedy, ked |AD|-|CB| =
= |AB| - |CD)|. Podla Télesovej vety lezia pity P a ) na kruZnici s priemerom CD,
takze pre velkost tetivy PQ tejto kruznice plati

|PQ| = |CD|sin |{PCQ| = |CD|sin~,

5



kde v = LACB (bez ohladu na to, ¢i pidta P padne dovnutra strany BC' alebo nie).
Podobne lezia pity R a @@ na kruznici s priemerom AD, takZe pre velkost tetivy QR
tejto kruznice plati

|IQR| = |AD|sin|£RAQ| = |AD|sina,

kde « = LBAC. Vidime teda, ze rovnost |PQ| = |QR| je ekvivalentnd s rovnostou
|CD|siny = |AD|sin «, ¢o je podla sinusovej vety pre trojuholnik ABC' ekvivalentné
s rovnostou |AD| - |CB| = |AB| - |CD|. Tym je tvrdenie tlohy dokézané.

Iné riesenie. (Podla Mareka Krédla.) Oznaéme M a N body, v ktorych os
uhla ABC', resp. os uhla ADC pretne kruznicu k opisani danému tetivovému Stvoru-
holniku ABCD (obr.6). Vzhladom na to, Ze kazdy z bodov M, N rozpoluje prislusny
obluk AC kruznice k, je M N osou uhlopriecky AC a zaroven priemerom kruznice k.
Oznacme O stred tsecky AC. Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme, ze uhol BAD
nie je tupy (inak by sme vymenili oznacenie vrcholov A a C'), takze pidta P kolmice
z bodu D na BC' padne mimo usecku BC'. Z vlastnosti tetivového stvoruholnika vyplyva
| DCP| =|£BAD| az rovnosti obvodovych uhlov nad tetivou BD rovnost | BM D| =
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= |{BAD)|. Trojuholniky ARD a CPD st teda podobné.

Obr. 6

Predpokladajme, ze priese¢nik X oboch spomenutych osi uhlov lezi na priamke AC'.
Pretoze M N je priemer kruznice k, podla Télesovej vety |AXDM| = |ANDM| =
= 90°, takze Stvoruholnik OXDM je tetivovy. Teda tiez [{XOD| = |[AXMD| =
= |{BM D| a vidime, Ze trojuholnik OQD je podobny s trojuholnikmi ARD a CPD.
Uvazujme zobrazenie, ktoré vznikne zlozenim otocenia okolo stredu D o uhol 90° —
— |£BAD]| a rovnolahlosti so stredom D a koeficientom |DR|/|DA|. Toto zobrazenie
zobrazi bod A do bodu R, bod C do bodu P a bod O do bodu Q. Pretoze O je stred
usecky AC, je jeho obraz v tomto zobrazeni, teda bod @, stredom tsecky PR, ktora je
obrazom usecky AC.

Obratene, ak je ) stred tsecky PR, je obrazom bodu O v uvedenom zobrazeni,
takze trojuholnik OQD je podobny s trojuholnikmi ARD a CPD (tie st podobné
vzdy). Ak teraz oznac¢ime X prieseénik priamky BM s uhloprieckou AC, bude X DM O
tetivovy, a teda velkost uhla X DM bude 90°. Odtial vyplyva, Ze bod X lezi na osi ND
uhla ADC.

5. Nech n je prirodzené c¢islo a x1,xo, ... ,x, redlne ¢isla také, Ze x1 S 19 < ... S xy,.
(a) Dokdzte, Ze

(ZZ i ”’")2 < 2= ZZ( ).

(b) Ukdzte, Ze rovnost plati prave vtedy, ked x1,xo,...,x, je aritmetickd

postupnost.
(Irsko)

RieSenie. Obe strany dokazovanej nerovnosti nezmenia hodnotu, ked od vsetkych
¢lenov x; odpocitame rovnaké ¢islo c. Ked vyberieme za ¢ aritmeticky priemer danej
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n-tice ¢lenov x;, bude ,posunutad® postupnost ¢lenov z; := x; — ¢ spliaf podmienku

n

=1

Dodajme, Ze spomenuté , posunutie“ zachovéa tiez usporiadanie ¢isel x; podla velkosti
a nezmeni ani ni¢ na tom, ¢i doty¢éné n-tica tvorila aritmeticka postupnost alebo nie.
Za predpokladu (1) upravime oba sty z dokazovanej nerovnosti na

YD lw—wl =2 Y (w—w) =

i=1j=1 1Si<j<n

(.

-~

(i—1) krat (n—1) krat

ZQi((l—i—"-—l—lZ—(l—i—--'—f—l))wi:

=2) (2i—n— 1)z,
=1

n

n n n n n
ZZ(:L’Z — ;) = anf —223}12:1:]- —I—nZ:EJ2 =
i=1 j=1 i=1 =1 j=1 j=1

n
= 271233?
i=1

Po dosadeni a krateni Styrmi zistime, ze mame dokazat nerovnost

n

(i(% —n— 1)3:1-)2 < ("2%)" > al. (2)

=1 =1

Ukazme, ze (2) je Cauchyho nerovnost

n 2 n n
(Z iL”z‘yz‘) = 23322 Z?J? (3)
i=1 i=1  i=1
pre n-ticu ¢lenov y; =2t —n —1,1=1,2,... ,n. Naozaj, pre takt n-ticu plati
n n n n
=D Qi-n-12=4) P —4n+1)> it+nn+1)®=
i=1 i=1 i=1 i=1
_ . Mt D@t 1) —4(n+1)- wn+1) +n(n+1)2 =
2
_ (n*=1)n

3

Tym je dokaz nerovnosti (2) hotovy.
Ako je dobre zname, rovnost v Cauchyho nerovnosti (2) nastane prave vtedy, ked
existuje realne ¢islo p, pre ktoré plati n-tica rovnosti

i =pyi=pRi—-n-—-1) (i=12,...,n). (4)
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Overme, Ze ttito podmienku za predpokladu (1) spliaji préave tie koneéné postupnosti

Z1,%2,...,Tn, Ktoré su aritmetické. Naozaj, Ak platia rovnosti (4), je koneéna postup-
nost x1, s, ... ,x, aritmeticka s diferenciou 2p. Naopak, ak je postupnost z1,z2,... , T,
aritmetickéa a d je jej diferencia, tak pre kazdé i = 1,2,... ,n plati rovnost x; = x1 +

+ (i — 1)d a stucet vSetkych ¢lenov x; je dany vztahom

- n(xry + x,
3 = %
=1
Podmienka (1) preto znamend, ze x; + =, = 0, ¢ize 1 + 1 + (n — 1)d = 0. Odtial
dostavame z1 = d(1 — n)/2, preto ¢leny x; maji pre kazdé i vyjadrenie
d(1 - n) 1-n+2-2d (2i—n-1)d

g = ————— —1d: frd ,
v ;T i-1 2 2

¢o je (4) pre p=d/2.

6. Nech p je prvocislo. Dokdzte, Ze existuje prvocislo q take, Ze pre Ziadne celé c¢islo n

nie je ¢islo n? — p delitelné q. (Francuzsko)

RieSenie. Pripomenime si najskor vlastnosti mocnin n',n2,... ,n*, ... pri deleni pr-

vocislom ¢. Ak je n celé ¢islo nestdelitelné s ¢, tak n9~! = 1 (mod ¢) (tzv. mald
E —

Fermatova veta), naviac mnozina tych prirodzenych k, pre ktoré n (mod q), je
tvorend vsetkymi nasobkami najmensieho z nich (¢o je bud ¢islo ¢ — 1, alebo niektory
jeho delitel). Uvazujme preto rozklad

pPP—1=(p-1)8, kdeS=p" ' +p" 2+ +p+1, (1)

a za ,kandidata“ na vhodné prvocislo ¢ vyberme niektoré z prvocisiel deliacich stcet S
(neskér upresnime, aka dopliujicu vlastnost prvoéinitela ¢ ¢isla S budeme este potre-
bovat a preco také g vobec existuje). Pretoze ¢ | S a S| (p? — 1), plati ¢ | (p? — 1), t.].
pP =1 (mod q).

Pripustme, Ze pre vybrané ¢ tvrdenie tlohy neplati, teda existuje celé n s vlastnos-
tou n? = p (mod ¢). Umocnenim tejto kongruencie na p dostaneme nt = pP (mod q),
¢o spolu s kongruenciou zo zaveru predchadzajiceho odstavca znamena, ze n?’ =1
(mod ¢q). Cislo n je teda nestdelitelné s ¢islom ¢ a podla poznatkov pripomenutych
v tivode rieSenia vieme, 7ze najmensie prirodzené k s vlastnostou n* = 1 (mod ¢) musi
byt delitelom &isla p?, teda jedno z éisel 1, p, p?. Toto ¢islo musi byt stcasne delitelom
¢isla ¢ — 1 (mald Fermatova veta), takZe to nebude ¢islo p?, pokial nebude &islo p?
delit ¢islo ¢ — 1, teda pokial ¢ # 1 (mod p?). To je prave t4 dopliujica vlastnost
prvodéisla ¢, ktort sme skoér spomenuli. Odlozme na chvilu dékaz existencie takého
prvocisla g a dokon¢ime tivahy o mocninach cisla n.

Pokial teda ¢ # 1 (mod p?), plati kongruencia n¥ = 1 (mod q) pre k = 1 alebo pre
k = p, v oboch pripadoch mame n? =1 (mod ¢). Porovnanim s kongruenciou n? = p
(mod ¢) potom dostaneme p = 1 (mod q), takze kazda z p mocnin p/ zo stcétu S je
kongruentnd s ¢islom 1 (modulo ¢), takze S = p (mod ¢q). Pretoze vSak ¢q | S, plati S =
=0 (mod ¢). Porovnanim vychadza p = 0 (mod q), ¢o je spor s tym, ze p =1 (mod q).
Preto ziadne celé n s vlastnostou n? = p (mod q) neexistuje, pokial spliia prvoéislo ¢
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podmienku ¢ Z 1 (mod p?). Existenciu takého prvoéinitela q (z rozkladu ¢&isla S) teraz
dokazeme.

Uréme zvy$ok stétu S pri deleni ¢islom p?. Pretoze p? | p? (j = 2), plati
S=prt+pP 2+ +p+1=0+0+---+0+p+1 (mod p?),
teda S =p+1# 1 (mod p?). Odtial uz vyplyva, ze asponi jeden z prvocinitelov ¢; ¢isla
S = q1g2 . .. ¢, nie je kongruentny s 1 (modulo p?). (Vynéasobenim r kongruencii ¢; = 1

(mod p?) by sme totiz dostali S =1 (mod p?).)
Doékaz je hotovy a tloha vyrieSena.
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