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59. roénik Matematickej olympiady
2009/2010 Riesenia tloh domaceho kola kategorie B

1. Na stole lezia tri kopky zapaliek: v jednej 2009, v druhej 2010 a v poslednej 2011.
Hrdé, ktory je na tahu, zvoli dve kopky a z kaZdej z mich odoberie po jednej zdpalke.
V hre sa pravidelne striedaji dvaja hrdci. Hra konci, akonahle niektord kopka zmizne.
Vyhrdva ten hrdc, ktory urobil posledny tah. Popiste stratégiu jedného z hrdacov, ktord
mu zaruci vyhru. (Jan Mazak)

Riesenie. Ak st pocty zapaliek na jednotlivych kopkach a, b, ¢, povieme, Ze hra je
v pozicii (a,b,c). Celkovy pocet zapaliek je na zaciatku parny a po kazdom tahu sa
zmen$i o 2, preto ostava stale parny. Ak zanechd niektory hra¢ po svojom fahu poziciu
(2,2,¢), pricom c je nejaké kladné parne ¢islo, printti sipera vytvorit aspon jednu
jednozapalkovu képku a to mu umozni dalsim fahom vyhrat. Pozicia (2,2, c¢) mohla
vzniknit z pozicie (3,3, ¢) alebo z pozicie (3,2, ¢+ 1), teda z pozicii, v ktorych st dve
¢isla neparne a jedno parne.

Dokéazeme, Ze zanechavanie pozicii s tromi parnymi ¢islami zabezpeci vyhru. Z takej
pozicie super akymkolvek svojim tahom vytvori poziciu s dvoma ¢islami neparnymi
a jednym parnym. Ak potom odoberieme zapalky z tych istych képok ako v predoslom
tahu super (teda z tych, kde si neparne pocty zapaliek), vytvorime opif poziciu
s tromi parnymi ¢islami. Stratégia zanechavania pozicii s tromi parnymi ¢islami je teda
realizovatelnd (za predpokladu, ze celkovy pocet zapaliek je parny). Celkovy pocet
zépaliek sa stale zmensuje a pocty zdpaliek na jednotlivych kdpkach sa po kazdom fahu
zmen$ia najviac o 1. Preto musi déjst k situécii, ked aspon na jednej kopke ostane presne
jedna zapalka. To sa ale moze stat len po superovom tahu (¢islo 1 je totiz nepérne).
Odobratim tejto zapalky spolu s ktoroukolvek dalSou hru vitazne zakoncime.

Opisant stratégiu moze pouzit hrac, ktory zacina, ak odoberie vo svojom prvom
tahu po jednej zapalke z prvej a tretej kopky. Ak ale urobi iny fah, moze vitazni
stratégiu uplatnit jeho super.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. V miske je 100 bielych a 110 ¢iernych guliek. Hra¢ méze v kazdom svojom tahu odobrat
jednu bielu alebo jednu ¢iernu alebo jednu bielu spolu s jednou ¢iernou gulkou. Dvaja
hraci sa pravidelne striedaju v fahoch. Vyhrava ten, po ktorého tahu ostane miska
prazdna. Opiste vitaznu stratégiu pre niektorého hraca. [Zanechévat v miske parny
pocet bielych aj parny pocet ¢iernych, méze ju uplatnit hraé, ktory nezaéina.|

N2. Na képke je 2009 zapaliek. V kazdom fahu méze hrac¢ odobrat jednu alebo dve zépalky.
Dvaja hraci sa pravidelne striedaju v tahoch. Ten, ktory vezme posledni zapalku,
prehrava. Opiste vitaznu stratégiu pre niektorého hraca. [Zanechat na kdpke po kazdom
tahu 3k 4 1 zapaliek, moze ju uplatnit zac¢inajici hrac.|

D1. Na jednej kopke je 2009, na druhej 2020 zapaliek. V kazdom tahu si hraé¢ zvoli jednu
kopku a odoberie z nej jednu alebo dve zapalky. Dvaja hraci sa pravidelne striedaju
v tahoch. Vyhrava ten, po ktorého tahu neostane na stole Ziadna zapalka. Opiste
vitazna stratégiu pre niektorého hrica. [Zanechavat také pocty zapaliek, aby ich rozdiel
bol delitelny tromi, méze ju uplatnit za¢inajici hraé.]

2. Na tabuli je napisané Stvorciferné c&islo, ktoré md presne Sest kladnych delitelov,
z ktorych prdve dva su jednociferné a prdave dva dvojciferné. Vicsi z dvojcifernych
delitelov je druhou mocninou prirodzeného cisla. Uréte vsetky cisla, ktoré mozu byt
na tabuli napisané. (Peter Novotny)



Riesenie. Pocet kladnych delitelov ¢isla, ktorého rozklad na saéin prvocisel mé tvar
n = piiphz pkrje (ky 4 1)(ky + 1) ... (k. + 1). Cislo, ktoré ma presne 6 kladnjch
delitelov, musi mat jeden z tvarov p® alebo p?q, pricom p a ¢ st prvoéisla.

Uvazujme najskor tvar p°. Toto ¢islo ma delitele 1, p, p?, p3, p*, p°; zrejme 1 < p <
< p? < p? < p* < p°. Dva najmensie delitele st jednociferné a dalsie dva dvojciferné.

.....

Hladané ¢&islo ma teda tvar p?q a jeho delitele st 1, p, p?, q, pq, p*q. Ak p > q,
potom 1 < ¢ < p < pg < p? < p?q. Dva dvojciferné delitele by boli p a pq, ale pq nie je
druhou mocninou prirodzeného disla.

Musi teda byt p < q. Zo vSetkych Siestich delitelov st druhymi mocninami pri-
vyplyva l < p < q¢ < p? < pq < p?q. Delitele 1 a p st jednociferné, g a p? st dvojciferné,
pq aspoti trojciferny a p?q stvorciferny. Odtial vyplyva p € {5,7}, 9 < ¢ < p?, pg > 99,
999 < p?q < 10000.

Pre p = 5 dostavame 9 < ¢ < 25, bg > 99 a 999 < 25¢ < 10000, takze ziadne
prvocislo ¢ nevyhovuje.

Pre p = 7 dostavame 9 < ¢ < 49, 7g > 99 a 999 < 49¢ < 10000; tymto
podmienkam vyhovuju ¢ € {23,29,31,37,41,43,47}.

Na tabuli je teda napisané jedno zo siedmich cisel 49 - 23 = 1127, 49 - 29 = 1421,
49-31 =1519,49-37 =1813, 49 -41 = 2009, 49 - 43 = 2107, 49 - 47 = 2303.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Najdite najmensie prirodzené é&islo, ktoré ma presne 2 009 kladnych delitelov. [240 .36 .
- 5% = 12524124635 136 000 000]

N2. Ktoré stvorciferné ¢isla maja najviac delitelov? [7 560 a 9240; maji kazdé 64 kladnych
delitelov.]

D1. Najdite vSetky nepérne Stvorciferné isla, ktoré maju viac ako 10 kladnych delitelov,
z ktorych asponi 30% st druhé mocniny prirodzenych ¢isel. [1125, 1323, 2025, 3087,
3267, 3969, 4563, 6075, 6125, 7803, 8575, 9747, 9801]

3. V rovine je dand tusecka AB. Zostrojte rovnobeznik ABC D, pre ktorého stredy stran
AB, CD, DA oznacené postupne K, L, M plati: body A, B, L, D leZia na jednej
kruznici a aj body K, L, D, M leZia na jednej kruznici. (Jaroslav Svréek)

RieSenie. Ozna¢me a = |AB|, b = |AD| dlzky stran hladaného rovnobeznika (obr. 1).
Lichobezniku ABLD sa da opisat kruznica, preto je rovnoramenny, a teda |BL| =
= b. KedZe st tsecky KB a DL rovnobezné a zhodné, je K BLD rovnobeznik, a preto
|KD| = |BL| = b. To znamena, ze trojuholnik AK D je rovnoramenny, takze bod D
musi lezat na osi jeho zdkladne AK.
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Obr. 1

Usecka K L je strednou prieckou rovnobeznika ABCD, preto KL || MD; KLDM
je teda lichobeznik, a pretoze sa mu dé opisat kruznica, je rovnoramenny; odtial | K M| =
= |DL| = %a. Kedze KM je stredné priecka trojuholnika BDA, mé strana BD dlzku
2-|KM| = a. Bod D teda lezi na kruznici so stredom B a polomerom a.

Konstrukcia. Zostrojime stred K tsecky AB, os o usecky AK a kruznicu k so stredom B
a polomerom |AB]|. Priese¢nik tejto kruznice s osou tsecky AK je bod D. Bod C je
potom priesec¢nik priamok vedenych bodmi D a B rovnobeZne s priamkami AB a AD.

Dékaz sprdavnosti konstrukcie. Stvoruholnik ABCD mé protilahlé strany rovno-
bezné, je to teda rovnobeznik. Oznac¢ime L a M stredy tseciek CD a AD. Z toho, ze
bod D lezi na osi useCky AK, vyplyva |KD| = |AD|. Kedze KBLD je rovnobeznik,
plati |BL| = |KD| = |AD|. Lichobeznik ABDL je teda rovnoramenny, a preto body
A, B, L, D lezia na jednej kruznici. Use¢ka KM je stredné prieka trojuholnika BDA,
preto |[KM| = 1|BD| = 3|AB| = |DL|; KLDM je teda rovnoramenny lichobeznik,
a preto jeho vrcholy lezia na jednej kruznici.

Diskusia. Priamka o ma od bodu B mens$iu vzdialenost ako bod A, takze pretina
kruznicu k v dvoch bodoch. Uloha ma teda v kazdej polrovine s hrani¢nou priamkou AB
jedno riesenie.

Iné rieSenie. Tak ako v prvom rieseni dokdzeme, ze |KD| = |AD| a |DB| = |AB].
Trojuholniky AKD a DAB st teda rovnoramenné, a kedZe sa zhoduju v uhle pri
vrchole A, st podobné. Preto |AK|/|AD| = |DA|/|AB|, ¢ize 3a/b = b/a a odtial b =

= %a\/i Bod D je teda priese¢nikom kruznic so stredmi A a K a polomerom %a\/?.
NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Dokazte, ze lichol?einiku sa da opisaﬁ kruznica prave vtedy, ked je rovnoramenny.

N2. Dokazte, ze pre dlzky stran a, b a dlzky uhlopriecok e, f rovnobeznika plati e2 + f2 =
= 2a? + 2b2.

D1. Strana AB rovnobeznika ABCD méa dizku a. KruZnica opisana trojuholniku ABD
pretina polpriamku opaént k polpriamke CD v bode L; oznaé¢me z = |CL|. Vypodi-
tajte dizku tetivy, ktort priamka C'D vytina na kruznici opisanej trojuholniku ABC.
[la — ]

4. Ndajdite 2009 po sebe iducich stvorcifernych cisel, ktorych sucet je sucinom troch po
sebe iducich prirodzenych cisel. (Radek Horensky)

RiesSenie. Oznacme prostredné z hladanych ¢isel a. Sucet ¢isel a — 1004, a — 1003,
.., a+1003, a+ 1004 je 2009a = 41 - 49 - a, pricom 2004 < a < 8995. M4 platif

3



41-49-a =n(n+ 1)(n+ 2) pre vhodné prirodzené ¢islo n. Kedze 2009 - 2004 < n(n +
+1)(n +2) < (n+ 1)3, musi platit n +1 > /2009 - 2004, a teda n = 159. Podobne
z nerovnosti 2009 - 8995 > n(n + 1)(n + 2) > n?® dostavame n < /2009 - 8995, &ize
n < 262.

St¢in n(n +1)(n +2) mé byt delitelny ¢islami 41 a 49. Ziadny z ¢initelov n, n+ 1,
n + 2 nemodze byt delitelny oboma ¢islami 41 aj 49, lebo 41 - 49 > 262 + 2. Siedmimi
je delitelny nanajvys jeden z éinitelov n, n + 1, n + 2; preto musi niektory z nich
byt delitelny ¢islom 49. Budeme teda medzi ¢islami 159, 160, ..., 264 hladat také dve,
ktorych rozdiel je 1 alebo 2, pricom jedno z nich je delitelné ¢islom 41 a druhé ¢islom 49.
Naésobky ¢isla 41 st 164, 205 a 246, nasobky c¢isla 49 sa 196 a 245. Vyhovujuace cisla st
teda 245 a 246 a mame dve moznosti:

a) n =245, n+1 =246, n + 2 = 247, a = 245 - 246 - 247/2009 = 7410 a hladané
¢isla su 6406, 6407, ..., 8414;

b) n =244, n+ 1 =245, n+ 2 = 246, a = 244 - 245 - 246/2 009 = 7320 a hladané
Gisla st 6316, 6317, ..., 8324,

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. Najdite 20 po sebe iducich prirodzenych cisel, ktorych stcet je druhou mocninou
prirodzeného ¢isla. [Také ¢isla neexistuja.]
N2. Najdite 2009 po sebe idicich pitcifernych ¢isel, ktorych stcet je trefou mocninou

prirodzeného éisla. [10763, 10764, ..., 12771 alebo 93132, 93133, ..., 95140]
D1. Stcet druhych mocnin jedendstich po sebe iducich trojcifernych ¢isel je ndsobkom ¢isla
2009; najdite tieto ¢isla. [508, 509, ..., 518 alebo 753, 754, ..., 763]

5. Vnatri kratsieho oblika AB kruzZnice opisanej rovnostrannému trojuholniku ABC
je zvoleny bod D. Tetiva CD pretina stranu AB v bode E. Dokdzte, Ze trojuholnik so
stranami dlzok |AE|, |BE)|, |CE)| je podobny s trojuholnikom ABD. (Pavel Leischner)

Riesenie. Vedme bodom FE rovnobezku so stranou BC a ozna¢me F jej prieseénik
so stranou AC. Trojuholnik AEF' je rovnostranny, preto |EF| = |AE| a tiez |CF| =
= |BE)|. Trojuholnik FEC m4 teda dlzky stran |AE|, |BE|, |CE|. Dokazeme, Ze je
podobny s trojuholnikom ABD (obr. 2).

C
FE
AN § \ J B
D
Obr. 2

Uhly ACD a ABD st obvodové nad tetivou AD, preto st zhodné. Uhol FEC
je zhodny s uhlom FCB (striedavé uhly) a ten je zhodny s obvodovym uhlom DAB.
Podla vety uu st teda trojuholniky ECF a ABD naozaj podobné.
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Iné rieSenie. Obvodové uhly DAB a DCB st zhodné, rovnako aj uhly ADC
a ABC, a preto st trojuholniky ADE a CBE podobné. Odtial vyplyva |AE|/|AD| =
= |CE|/|CB| = |CE|/|AB|. Analogicky aj trojuholniky DEB a AEC st podobné,
odkial |BE|/|BD| = |CE|/|AC| = |CE|/|AB]|. Z rovnosti |AE|/|AD| = |CE|/|AB| =
= |BE|/|BD| vyplyva podobnost trojuholnika s dizkami stran |AE|, |CE|, |BE| s troj-
uholnikom ABD.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Nech sa tetivy AB a CD kruznice k pretinaju v bode M. Dokézte, Ze trojuholniky
AMC a DM B st podobné.

N2. Nech FE je vnutorny bod strany AB trojuholnika ABC. Ozna¢me D (priéom D # C)
prieseénik priamky CFE s kruZnicou opisanou trojuholniku ABC. Dalej ozna¢me F'
priese¢nik strany AC s priamkou, ktord prechddza bodom E a je rovnobezné s BC.
Dokéazte, ze trojuholniky ABD a ECF st podobné.

D1. Nech ABC je trojuholnik, v ktorom |AC| # |BC|. Dokézte, ze os uhla BC' A sa s osou
strany AB pretina v bode, ktory lezi na kruznici opisanej trojuholniku ABC.

6. Redlne ¢isla a, b magi tito vlastnost: rovnica x> —ax+b—1 = 0 md v mnoZine redlnych

¢isel dva rézne korene, ktoryjch rozdiel je kladnym koreriom rovnice x> — ax + b+ 1 = 0.
a) Dokdzte nerovnost b > 3.
b) Pomocou b vyjadrite korene oboch rovnic. (Jaromir Sims3a)

.....

2122 = b — 1. Druhd rovnica m4 koren x5 — x1, a kedze stcet oboch korenov je a, musi
byt druhy koren a — (z9 — z1) = x1 + x2 — x2 + 1 = 221. SUéin korenov druhej rovnice
je (x2 —x1) 211 = b+ 1. Odtial dostavame b = —1+2x119 — 223 = —1+2(b—1) — 227,
a teda

b=3+227 >3, (1)
lebo z rovnosti 1 = 0 by vyplyvalob+1=06—-1=0.
Kedze x9 — 21 > 0a b+ 1> 0, musi byt aj z; > 0; z (1) madme z; = /(b — 3)/2
a dalej

Korene druhej rovnice st potom

.IQ—IEl:H—l a 2:1712\/2(6—3).

20— 3)

Iné riesenie. Korene prvej rovnice s

a—+va?—4b+4 _a+\/a2—4b+4

2 Y

Ir1 =

pricom pre diskriminant mame



Rozdiel koretiov zo — x1 = Va? — 4b + 4 je koretiom druhej rovnice, a preto

a?—4b+4—ava?—4b+4+b+1=0,
a® —3b+5 = ava? — 4b+ 4, (3)
4 2 2 _ 4 2 2
a® +2a”(5—3b) + (3b — 5)* = a* — 4a”b + 4a”,
(3b — 5)* = a*(2b — 6).

Rovnost a = 0 nastava prave vtedy, ked 3b — 5 = 0; potom by ale neplatilo (2). Preto
a? >0, (3b—5)? >0, atedaaj2b—6 > 0, éize b > 3. Z (2) a (3) potom vyplyva a > 0,

a teda a = (3b — 5)/+/2(b — 3); dalej potom

1 -5 [@b-s52 -3
$1_2<\/m 20— 3) 4b+4>_ 2

1 3b-5 (3b—5)2 Cb-1v2
“‘2(@* 26— 3) 4b+4>_ -3

Druhé rovnica mé korene

a—+va?—4b—14 b+1

xr3 = - = T2 — 21,
3 2 2(b—3) 2 1

a+\/a22—4b—4 _ \/m

NAVODNE A DOPINAJUCE ULOHY:

N1. N3ajdite vietky dvojice ¢isel a, b, pre ktoré ma kazda z rovnic 22 + ax + b = 0, z2 +
+ bz 4+ a = 0 v mnozine redlnych c¢isel dva rozne korene, pricom kazdy koren druhej
rovnice je o 1 viési ako niektory z korefiov prvej rovnice. [a = —1, b = —3]

N2. Najdite vSetky dvojice realnych éisel a, b, pre ktoré maju kazdé dve z rovnic 22 — 10z +
+a=0,22—-162+b=0, 22 — 18z +a+b = 0 aspoii jeden spoloény koreii. [a = b = 0
alebo a = 16,b = 64]

D1. Néjdite vsetky dvojice ¢isel a, b, pre ktoré ma kazda z rovnic 22 — 15z +a = 0, 22 —
—152+b = 0 v mnozine redlnych cisel dva rézne korene, pricom kladny rozdiel korenov
kazdej rovnice je korefiom zvys$nej rovnice. [a = b = 0; a = b = 50; a = 54, b = 36;
a = 36, b = 54]



