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1. Nech I je stred kruznice vpisanej do trojuholnika ABC. Bod P z vnitra trojuholnika
spliia
|{PBA| + |{PCA| =|£PBC|+ |{PCB|.

Dokazte, ze |AP| 2 |Al|, pricom rovnost nastane prave vtedy, ked P = I.
(Juzna Korea)

Riesenie. Ozna¢me zvycajnym spdsobom «, (3, v velkosti vnatornych uhlov trojuhol-
nika ABC'. Kedze

|{PBA| + |{PCA| + |{PBC| + |{PCB| = § + 1,

podmienka zo zadania je ekvivalentna s rovnostou |{PBC|+ |[{PCB| = (8 + v)/2,
ktord je zasa ekvivalentna s rovnostou |LBPC| = 90° + a/2 (vyuzili sme, Ze stcet
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Obr. 1

uhlov v trojuholniku BC'P je 180°). Z trojuholnika BCI zasa dostavame
|£BIC| =180° — (64 7v)/2 =90° + «/2.

Takze |[{BPC| = |{BIC| a kedze P a I sa nachadzaju v tej istej polrovine urcenej
priamkou BC, lezia body B, C, I a P na jednej kruznici (obr. 1). Inymi slovami, bod
P lezi na kruznici k£ opisanej trojuholniku BC1I.

Ozna¢me M stred kruznice k. Na to, aby sme dokézali, ze |AP| = |AI| a Ze rovnost
nastane len vtedy, ked P = I, staci ukazat, ze I lezi na usecke AM (obr.2). To je vsak




zrejmé z toho, ze M je stcasne stredom oblika BC' kruznice opisanej trojuholniku ABC
(toto zname tvrdenie mozno lahko odvodit dopoéitanim velkosti uhlov v rovnoramen-
nych trojuholnikoch CIM a BIM). Vieme totiz, Ze stredom obluka BC prechadza os
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Obr. 3

uhla pri vrchole A, ¢ize polpriamka Al (obr. 3). Tym je tloha vyrieSen4.

2. Nech P je pravidelny 2006-uholnik. Jeho uhlopriecka sa nazyva dobrd, ak jej kon-
cové body rozdeluji hranicu mnohouholnika P na dve casti, z ktorych kaZdd pozostdva
z neparneho poctu stran. Strany mnohouholnika P sa tieZ povaZuju za dobré. Predpo-
kladagme, Ze P je rozdeleny na trojuholniky 2003 uhloprieckami, z ktorych Ziadne dve
nemaju spolocény bod vo vnutri P. Najdite maximdlny mozny pocet rovnoramenngch
trojuholnikov, ktoré maju dve dobré strany. (Srbsko a Cierna Hora)

RieSenie. (Podla Ondreja Buddca.) Rovnoramenny trojuholnik s dvoma dobrymi
stranami nazyvajme dobry. Zrejme kazdy dobry trojuholnik mé& dobré ramena, a nie
zékladnu.

Zaoberajme sa najprv Specidlnym pripadom. Nebudeme uvazovat vSetkych 2006
vrcholov mnohouholnika P, ale len nejaky oblik pozostavajici z n vrcholov (n = 2),
pri¢om jeho krajné body zvieraju so stredom mnohouholnika P uhol nanajvys 180° (t.].
n < 1004). Tychto n vrcholov tvori mnohouholnik X. Ozna¢me f(n) maximalny mozny
pocet dobrych trojuholnikov, ktoré mozu vzniknit rozdelenim X na trojuholniky jeho
uhloprieckami. Lahko mozno sktsanim overit, ze f(2) =0, f(3) =1, f(4) =1, f(5) =
= 2, ... Dokazeme matematickou indukciou, ze

o) < V;J.

Prvy indukény krok sme uz urobili. Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre n < k
a zoberme obluk pozostavajici z n = k+1 vrcholov. Krajné body tohto oblika ozna¢me
A, B. Uvazujme rozdelenie mnohouholnika X uhloprieckami na trojuholniky, pri ktorom
vznikne maximalny mozny pocet dobrych trojuholnikov. Usecka AB je stranou nejakého
trojuholnika ABC' patriaceho tomuto rozdeleniu.

Ak trojuholnik ABC' je dobry, tak vzhladom na podmienku n < 1004 je nutne AB
jeho zakladna a BC, C'A su jeho dobré ramena, takze obluk AB pozostava z dvoch
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rovnakych oblikov neparnych dlzok (obr.4). Preto ¥ = 2 (mod 4). Z indukéného
predpokladu potom dostavame

B2
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Ak trojuholnik ABC' nie je dobry, tak mame obluky AC, C'B s po¢tami vrcholov
D, q, pricom p+ q =k + 2, p,q = 2 (obr.5). Takze

fe+1) £ F(0) + fla) = F(p) + f(k+2—p) < V%IJ N {%J <
p—1 k+2—-p—-1| [|(k+1)—-1
= { 5+ 5 J = { . J
(vyuzili sme zndmu nerovnost
x| + |y] = |z +y], (1)

ktora plati pre lubovolné kladné ¢isla x, y). Aj v tomto pripade teda tvrdenie pre n =
=k + 1 plati. Tym je dékaz indukciou ukonceny.

Vréafme sa teraz k povodnej tlohe. V rozdeleni mnohouholnika P na trojuholniky
urcite existuje trojuholnik ABC, ktory obsahuje (vo vnutri ¢éi na obvode) jeho stred S.
Obluky AB, BC, C A maju po¢ty vrcholov p,q,r < 1004. Teda p + g+ = 2006 + 3 =
= 2009. V pripade, ze ABC nie je dobry, nachadza sa v rozdeleni nanajvys

p—1+qg—1+7r—1
2

fo)+ fl@)+ fr) S |52 + |52+ |55 < { J — 1003

dobrych trojuholnikov (opét sme vyuzili nerovnost (1)).
Ak naopak ABC je dobry, su prave dve z ¢isel p, g, r parne. Bez ujmy na
vSeobecnosti nech st to p, q. Potom je v rozdeleni nanajvys

1+f(p)+f(Q)+f(7")§1+Lp2;1j+L%J-I—Vglj:1+¥+%+’“51:1003
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dobrych trojuholnikov.

Obr. 6

Ukézali sme teda, ze maximéalny pocet dobrych trojuholnikov je 1003. Tato hodnota
sa da Tahko dosiahnut, ako vidno na obr. 6 (po obvode ,,odrezeme* 1003 rovnoramennych
trojuholnickov s ramenami dlzky 1 a zvysok rozdelime Iubovolne).

Iné riesenie. Podobne ako v prvom rieseni, rovnoramenny trojuholnik s dvoma
dobrymi stranami pochédzajici z rozdelenia mnohouholnika P jeho uhloprieckami
nazyvajme dobry.

Nech ABC je dobry trojuholnik s dobrymi stranami AB a BC. To znamena, Ze
medzi vrcholmi A a B, a podobne medzi vrcholmi B a C, sa nachadza neparny pocet
stran mnohouholnika P. Budeme hovorit, Ze tieto strany patria dobrému trojuholniku
ABC.

Aspon jedna strana v kazdej z tychto dvoch skupin nepatri ziadnemu inému dob-
rému trojuholniku, ktorého vrcholy lezia medzi vrcholmi A a B, resp. medzi B a C. Totiz
kazdy taky dobry trojuholnik ma dve zhodné strany, a teda existuje spolu parny pocet
stran, ktoré mu patria. Ked vyluc¢ime vsetky strany patriace dobrym trojuholnikom na
tejto ploche, musi zostat aspori jedna strana, ktora nepatri Ziadnemu z nich. Priradme
tieto dve strany (jednu v kazdej z dvoch skupin) trojuholniku ABC.

Kazdému dobrému trojuholniku sme takto priradili dvojicu stran, pricom ziadne
dva trojuholniky nemaja priradenti rovnaki stranu. Kedze takych dvojic vieme vytvorit
maximalne 1003, je to zaroven maximalny mozny pocet dobrych trojuholnikov. Tento
pocet vieme dosiahnut, ako sme ukézali v prvom rieSeni.

3. Urcte najmensie redlne cislo M tak, aby nerovnost

lab(a® — b?) + be(b? — ) + ca(c® — a®)| £ M(a® + b? + ¢?)?
platila pre vietky redlne c¢isla a, b, c. (Irsko)
Riesenie. Upravou vyrazu vnitri absolitnej hodnoty na Tavej strane dostaneme
ab(a2 — %) + bc(b2 — ) 4 ca(c® — a®) = b(a® — ) + b3 (c — a) + ca(c — a)(c+a) =
) (b(a® + ac+ ¢*) — b* — ca(c +a)) =
( ) (b(a® = b*) + ac(b—a) + *(b—a)) = (a — c)(a — b) (bla+b) —ac — ¢*) =
=(a—c)(a—"b)(a(b—c)+b*—c*) =(a—c)(a—b)(b—c)(a+b+c).

CL—C
a—C

Zadanu nerovnost teda mozeme prepisat na tvar
(a—e)a—b)(b—c)(a+b+c) < Ma?+b + ). (1)
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Vzhladom na symetriu vyrazov mézeme bez ujmy na vSeobecnosti predpokladat, ze a <
< b < ¢. V takomto pripade pouZzitim nerovnosti medzi aritmetickym a geometrickym
priemerom dostaneme

(@ —=b)(b—c)|=(b—a)(c—b) < ((b—a)+(0—b)) _(c—a) )

2 4

pri¢om rovnost nastava prave vtedy, ked b —a = ¢ — b, t.j. 2b = a + c¢. Z nerovnosti
medzi aritmetickym a kvadratickym priemerom zasa mame

((c—b)+(b—a))2§ (c— )%+ (b—a)?

2 2 ’
¢o je po jednoduchej tprave ekvivalentné s
3(c—a)’*<2-[(b—a)*+ (c—b)* + (c—a)?], (3)

pricom rovnost nastava opéif len v pripade, ked 2b = a + c.
Z (2) a (3) vyplyva

[(@a=c)(a=b)(b—c)(a+b+c)| =

<ille—alatbto)l=5-Vie—a)llatb+e)?=
2 c—b)2 c—a)2\P
S [ e
- 2
:g, il/((b_a)2+(c_:))b)2+(0—a)2>.(a+b—|—c)2 <

A
|%

(a® 4+ b* + %)%

(b—a)?+(c—b2+(c—a)2+@+b+c)?\ 92
( 4 )_ 32

Ostatny odhad vyplyva z AG-nerovnosti pre $tyri ¢isla, z ktorych jedno je (a + b+ c)?
a zvy$né tri su [(b—a)? + (¢ — b)? + (¢ — a)?]/3.
Vidime, Ze pre M = 3%\/§ nerovnost (1) plati, pricom rovnost nastava prave vtedy,
ked2b=a+ca
(b—a)®>+ (c—b)2+ (c—a)?
3
Dosadenim b = (a + ¢)/2 upravime (4) na

= (a+b+c) (4)

2(c —a)? = 9(a +c)*
Podmienku na rovnost teda mozno prepisat v tvare
2b=a+c a (c —a)® = 18b%.

Ak zvolime b = 1, dostaneme a = 1 — %\/5, c=1+ %\/5 Takze M = 3%\/5 je naozaj
najmensia hodnota, pre ktor1 je zadana nerovnost splnena. Rovnost nastava pre trojice
(t — %ﬂt, t,t+ %\/it) a ich permutécie, pricom ¢ je Tubovolné realne ¢islo.



4. Urcte vsetky dvojice (x,y) celych cisel takych, Ze
1 + 21‘ +221‘+1 — y2.

(USA)

RieSenie. Ak je dvojica (z,y) rieSenim, lahko mozno ukézat, ze = = 0 a rieSenim je aj
dvojica (x,—y). Pre z = 0 dostaneme vyhovujtce dvojice (0,2) a (0, —2). Zaoberajme
sa teda iba pripadom z,y > 0.

Predpokladajme, Ze (z,y) je rieSenim. Rovnicu mozno prepisat na tvar

27 (1+ 2™ = (y — D(y + 1).

Odtial vidno, Ze ¢initele y — 1 a y + 1 st oba parne, pri¢om zrejme prave jeden z nich
je delitelny $tyrmi. Preto z = 3 a jeden z ¢initelov je delitelny ¢islom 2%~!, nie vsak
¢islom 2”. Pre nejaké neparne prirodzené ¢islo m a pre vhodné znamienko teda plati

y=2""1m+£1. (1)
Dosadenim do povodnej rovnice postupnymi tpravami dostaneme

1427 422+ = (2o~ £ 1)
1+2%(1 427 = 22722 4 2% 4 1,
27(1 4 2711 = 27(272m? £ m),
1427t =27722 4

L¥m=2""2(m?-8). (2)
Ak by na lavej strane v (2) bolo znamienko ,,—“, mali by sme m? —8 <0, t.j. m = 1.
Po dosadeni do (2) potom 0 = —7 - 2272, gomu nevyhovuje Ziadna hodnota x.

Pre znamienko ,,+*“ je lav4 strana (2) kladna, preto musi byt kladny aj vyraz m? —

— 8, odkial m = 3. Na druhej strane z (2) dostaneme
1+m=2""2(m?—-8) = 2(m? - 8),

¢ize 2m? — m — 17 < 0. Odtial nutne m < 3 (pre hodnoty m = 5,7,9... je vyraz
2m? — m — 17 zjavne kladny). Zistili sme, ze jedind vyhovujtca hodnota je m = 3.
Po dosadeni do (2) mame x = 4 a z (1) vyjde y = 23. Lahko mozno overit, Ze tato
dvojica naozaj vyhovuje. RieSeniami zadanej rovnice su teda dvojice (0,2), (0,—2),
(4,23) a (4, —23).

5. Nech P(x) je polynom stupria n > 1 s celociselngymi koeficientmi a nech k je kladné
celé ¢islo. Uvazugme polynom Q(z) = P(P(... P(P(x))...)), kde P sa vyskytuje k-krdt.
Dokazte, Ze existuje najviac n celych cisel t takych, Ze Q(t) = t. (Rumunsko)

RieSenie. (Podla Ondreja Buddca.) Ozna¢me
P(P(...P(P(x))...)) = Pn(x) prem=12,... k.
———

m-Kkrat



Predpokladajme sporom, ze existuje n + 1 réznych celych ¢isel xg,z1, ... ,x, takych,
ze Py(z;) = x; (pre kazdé i € {0,1,... ,n}). Kedze P ma celociselné koeficienty, pre
Tubovolné celé ¢isla u, v (nie nutne rozne) plati

u—uv| P(u) — P(v), a teda aj lu —ov| £ |P(u) — P(v)].
Ked toto zndme tvrdenie pouzijeme k-krat, pre lubovolné i, j € {0,1,... ,n} dostaneme
s = 23| £ [P(22) = P(a)] £ [Palee) = Paleg)| S -+ < |Putan) = Poles)| = s = 1.

Nakolko prvy a posledny vyraz sa rovnaji, musi rovnost nastavat vo vSetkych nerov-
nostiach. Takze |x; — z;| = |P(x;) — P(z;)], t.j.

P(xi) — P(z;) = £(z; — zy) (1)

pre vhodné znamienko. Ukazeme, Ze toto znamienko je pre vSetky dvojice indexov
rovnaké.
Ozna¢me P(z9) = a. Rozoberme dva pripady pre P(x1), ktoré podla (1) mézu
nastat.
Pripad 1. Nech P(z1) = a + (z1 — xp). Pre Tubovolné i € {2,3,... ,n} podla (1)
plati
P(x;)) —a=x; —x9 alebo P(x;) —a=x9 — x;. (2)

Ak by pre niektoré ¢ nastala druha moznost, tak P(x;) = a+xo—z;. Potom pouzitim (1)
a dosadenim dostaneme

+(z; —x1) = P(x;) — P(x1) =a+x0 —x; — (a+ 21 — 29) = 220 — ; — 1.
Pre znamienko ,,+“ po Uprave vyjde x; = x¢ a pre znamienko ,,—“ vyjde 1 = xg,
¢o st nepripustné moznosti (¢isla xg,x1,... ,z, st rozne). Pre kazdé i € {2,3,... ,n}
preto v (2) nastava prva moznost, t.j. P(z;) = a + x; — xo. KedZe tato rovnost podla
predpokladu plati aj pre ¢ = 1 a trividlne aj pre ¢ = 0, dostavame, ze polynomicka
rovnica P(t) —a —t 4+ z¢9 = 0 stupiia n = 2 (s nezndmou t) ma aspoi n + 1 réznych
korenov xg,x1,... ,Z,, €O je v spore so zakladnou vetou algebry.

Pripad 2. Nech P(z1) = a+ (zo—x1). Analogicky ako v prvom pripade dostaneme,
ze P(x;) = a+xo—x; pre kazdé z;, a teda nepripustny pocet korefiov ma rovnica P(t)—
—a—x9+t=0.

Zaver. Existuje najviac n roznych celych ¢isel ¢t takych, ze Q(t) = Py (t) = t.

6. Kazdej strane b konverného mnohouholnika P priradime maximdlny obsah trojuhol-
nika, ktorého jedna strana je b a ktory je obsiahnuty v P. Dokdzte, Ze sucet obsahov

priradenych vsetkym stranam mmnohouholnika P je aspon dvojnasobkom obsahu mnoho-
uholnika P. (Srbsko a Cierna Hora)

Riesenie. Dokéazeme najprv, ze lubovolny konvexny 2n-uholnik s obsahom S méa takt
stranu AB a vrchol V| Ze obsah trojuholnika ABV je aspon S/n.

Uhlopriecky, ktoré rozdeluju 2n-uholnik na dve casti s rovhakym poc¢tom strén,
budeme nazyvat hlavné. Pre kazd stranu b daného 2n-uholnika ozna¢me A\, taky troj-
uholnik ABP, 7ze A, B st krajné body strany b a P je priesecnik hlavnych uhlopriecok
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AA’, BB'. Tvrdime, Ze zjednotenie vSetkych 2n trojuholnikov A\, pokryva cely 2n-
uholnik.

Nech X je lubovolny vnitorny bod 2n-uholnika, ktory nelezi na Zziadnej hlavnej
uhlopriecke (body leziace na obvode a na hlavnych uhloprieckach opisanym zjednote-
nim zrejme pokryté si). Uvazujme postupnost (orientovanych) hlavnych uhlopriecok
AA',BB',CC’,..., pricom B,C,... st po sebe nasledujice vrcholy leziace v opacnej
polrovine urcenej priamkou AA" ako bod X. Bez ujmy na vSeobecnosti nech bod X je
,nalavo®* od AA’. V tejto postupnosti sa na mieste s poradovym ¢islom n + 1 nachidza
uhlopriecka A’A, ktor4a ma bod X ,napravo“. Preto v postupnosti A, B,C,... A’
existuju po sebe iduce vrcholy K, L také, ze X lezi ,nalavo“ od K K’, ale ,napravo* od
LL'. To vsak znamend, ze X lezi v trojuholniku Ak, (obr.7). Trojuholniky A, teda
naozaj pokryvaju cely 2n-uholnik. Stic¢et ich obsahov je preto aspon S.

B’ A
C L
K
K’ V
I/ C
A B
Obr. 7

Ozna¢me S;, obsah utvaru U. Z predoslého vyplyva, Ze existuju dve protilahlé
strany b = AB, V) = A'B’ (pricom AA’, BB’ st hlavné uhlopriecky pretinajice sa
v bode P) také, ze Sa, + Sa,, = S/n. Bez ujmy na vSeobecnosti nech |[PB| = |PB’|.
Potom (obr. 8)

Sapar = Sapp + Sppar 2 Sapp + Sparp = S, +Sa,, 2 S/n.
Tym je tvrdenie zo zaciatku riesenia dokézané.
A/

P

Obr. 8

Zoberme teraz Tubovolny konvexny mmnohouholnik P s obsahom S, ktory mé
m stran aq,...,a,,. Nech S; je obsah najvicsieho trojuholnika, ktory ma stranu a;
a je cely obsiahnuty v P. Tvrdenie zo zadania dokdzeme sporom. Predpokladajme, Ze

neplati, t.].
— <2
2 s
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Potom existujt racionalne cisla q1, ... , ¢, také, ze
Si s
Z qi =2 a qi > < pre kazdé i;
sta¢i napriklad pre i < m zobrat za ¢; lubovolné racionalne ¢islo z intervalu
S S; 1 3.
e + — 2 — i
(55 i e-T¥

a polozit ¢m, =2 — (g1 + - + Gm—1)-

Zapisme zlomky ¢1,...,¢n Vv tvare ¢; = k;/n, kde n je ich spoloény menovatel.
Mame teda > k; = 2n. Ked rozdelime kazda stranu a; mnohouholnika P na k; zhod-
nych tsekov, vytvorime konvexny 2n-uholnik s obsahom S (s niektorymi vnatornymi
uhlami velkosti 180°). Podla tvrdenia, ktoré sme dokazali na zac¢iatku, ma tento novy
mnohouholnik taka stranu AB a vrchol V', ze Sapy = S/n. Ak AB je ¢astou strany a;
mnohouholnika P (obr.9), tak pre obsah trojuholnika 7' so stranou a; a vrcholom V
dostavame

St =ki-Sapv 2k;-S/n=¢;-S >S5,

¢o je v rozpore s definiciou obsahu S;. Tym je tiloha vyriesena.

Vv

Obr.9

Poznamka. Sucet priradenych obsahov moze byt prdve dvojnasobkom obsahu mno-
houholnika P. Plati to pre vSetky stredovo simerné mnohouholniky.



