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56. roénik Matematickej olympiady Riesenia 1iloh IMO
1. Dané su redlne ¢isla ay,az, ... ,a,. Pre kazdé i (1 £ i < n) definujme
d; =max{a; : 1= j =i} —minfa;: i < j S n}.
Nech

d =max{d; : 1 =i < n}.

(a) Dokdazte, Ze pre lubovolné redlne ¢isla x1 < x9 < -+ < x,, plati nerovnost

max{|x; —a;|: 1< i< n} 2

: (%)

\CR W

(b) Ukazte, Ze existuji také redlne cisla x1 < xo < -+ S x,, Ze v (x) nastane
TOVNOSt.
(Novy Zéland)

RieSenie. (a) Kazdé z ¢isel dy,ds,... ,d,, a teda aj najvicsie z nich d, je definované
ako rozdiel niektorych dvoch ¢lenov postupnosti ai,as,... ,a,. Existuju teda indexy
p, q také, ze d = a, — a4, priCom navyse p < ¢. (Tieto indexy nemusia byt urcené
jednoznacne.)

ap
d Tp
____________________ aq
p q
Obr. 1
Nech 1 < 29 £ -+ £ x, st lubovolné redlne ¢isla. Na dokaz casti (a) staci

pracovat s hodnotami x,, =, (obr.1). Mame totiz z, = z,, a teda

v

(ap —xp) + (xg — aq) = (ap — aqg) + (¥ — 7p) 2 ap — aq = d.

’ N ’ d d . 7P ,
Preto plati aspon jedna z nerovnosti a, —x, 2 §, 4 — aq 2 5, odkial dostavame

N QL

max{|r; —a;| : 1 £ = n} 2 max{|z, — apl, |zq — aq|} 2 max{a, — x,, x4 —ag} 2

(b) Polozme

d d
:1:1:a1—§ a :ck:max{xk_l,ak—ﬁ} pre 2 <k < n.
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Zrejme plati 1 < 29 < --- < x,,. UkéZeme, Ze pre takto zvolené hodnoty x; nastane
v (*) vzdy rovnost. Sta¢i ukazat, ze pre kazdé i = 1,2, ... ,n plati |x; —a;| = % (rovnost
potom plati vdaka vysledku z asti (a), alebo aj bez toho, kedze |1 — a1| = £).
Priamo z definicie hodnoty x; mame z; —a; = —g. Este dokazeme, ze x; — a;
Nech j £ ¢ je najmensi index, pre ktory xz; = z;. Ak j =1, tak z; = a; — g; ak j

[\VAIZAN
[NORIISH

tak ;1 <z, Cize tiez x; = aj — %. Mame teda
Tr; = ZL‘j = aj —

d
-

Z definicie hodnoty d samozrejme vyplyva a; — a; < d. Spolu dostavame

d d
Ti—a;=a;—=—a;=d— - = —.
N 2 2
Ukéazali sme, Ze pre pre kazdé i = 1,2,...,n plati —%l < x; —a; S %, teda naozaj

|(L‘Z' — ai| § g

2. Uvazujme pdt takiych bodov A, B, C, D, E, Ze ABCD je rovnobeznik a $tvoruholnik
BCED je tetivovy. Priamka | prechddza bodom A, pricom pretina usecku DC v jej
vnitornom bode F' a priamku BC v bode G. Predpokladajme, Ze |EF| = |EG| = |EC|.
Dokazte, Ze priamka l je osou uhla DAB. (Luxembursko)

Riesenie. Oznacme postupne S, M, N stredy useciek CA, CF, CG. Zrejme tieto tri
body lezia na jednej priamke, ktora je obrazom priamky [ v rovnolahlosti so stredom C'
a koeficientom % Oznaéme ju p. Usecky EM, EN st vyskami rovnoramennych troju-
holnikov EFC, ECG, st teda kolmé postupne na priamky C'D, BC. Takze priamka p
je Simsonovou priamkou! pre bod E a trojuholnik BCD.

Obr. 2

! Veta o Simsonovej priamke hovori, Ze péty kolmic spustenych z lubovolného bodu @ opisanej kruznice
daného trojuholnika XY Z na strany tohto trojuholnika lezia na jednej priamke; uvedena priamka
sa nazyva Simsonova priamka pre bod @ a trojuholnik XY Z.
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Uhlopriecky v rovnobezniku sa rozpoluja, preto bod S je stredom tsecky BD,
a kedZe lezi na Simsonovej priamke p, musi byt zaroven pitou kolmice spustenej
z bodu E na stranu BD (obr.2). Bod E je teda nutne stredom oblika BD kruznice
opisanej tetivovému Stvoruholniku BCED a plati |[ED| = |EB|.

Z obvodovych uhlov nad tetivou ED méame |{DBE| = |{DCE]|. Takze rov-
noramenné trojuholniky DBE, FCFE st podobné (ich ramend EB, EC zvieraju so
zékladnami DB, FC rovnaké uhly, obr. 3) a moZeme oznacit |[{DEB| = |[{FEC| = .
V otoceni okolo bodu E o uhol ¢ sa D sa zobrazi na B a F' na C, preto |DF| = |BC|.

D

D

# C
T

Obr. 3

Zaroven vsak |BC| = |AD|, odkial vyplyva, Ze trojuholnik AF'D je rovnoramenny.
Z toho s vyuzitim zhodnosti striedavych uhlov dostavame

|ADAF| = |{DFA| = |{FAB|,

teda priamka [ je naozaj osou uhla DAB.

3. Niektori ucastnici matematickej sutaze su priatelia. Priatelstvo je vzajomné. Skupinu
stitaziacich nazveme klika, ak kazdi dvaja z mich si priatelia. (Specidlne, lubovolnd
skupina pozostdvajuca z menej ako dvoch sutaZiacich je klika.) Pocet clenov kliky
nazveme jej rozmerom.

Vieme, Ze najvicsi rozmer kliky pozostavajicej z ucastnikov sutaZe je pdrne ¢islo.
Dokdazte, Ze vsetkiyjch siutaziacich mozno rozsadit do dvoch miestnosti tak, aby najvicési
rozmer kliky v jednej miestnosti sa rovnal najvicsiemu rozmeru kliky v druhej miest-
nosti. (Rusko)

Riesenie. Uvedieme algoritmus rozdelenia tcastnikov do miestnosti. Dve miestnosti, do
ktorych budeme tucastnikov rozdelovat, ozna¢me A a B. Za¢neme s uréitym rozdelenim
a budeme ho postupne upravovat posielanim tcastnikov z jednej miestnosti do druhe;j.
Pocas algoritmu budeme oznacovat A, B mnoziny Gcastnikov, ktori st prave v danych
miestnostiach a ¢(A), ¢(B) velkosti najvicsich klik v prislusnych miestnostiach.

1. krok. Nech 2m je rozmer najvacsej kliky a M je jedna z klik s tymto rozmerom,
t.j. [M| = 2m. Vsetkych ¢lenov z M dajme do miestnosti A a vSetkych ostatnych do
miestnosti B. Zrejme plati ¢(A) = |M| = ¢(B).
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2. krok. Kym plati ¢(A) > ¢(B), posielame ucastnikov po jednom z A do B (obr. 4).
(Ak ¢(A) > ¢(B), miestnost A uréite nie je prazdna.)

Obr. 4

.....

konci budeme mat ¢(A) = ¢(B) < ¢(A) + 1. Zrejme bude platit aj ¢(A) = |A| =2 m, inak
by totiz bolo v B aspon m + 1 ¢lenov z M a v A nanajvys m — 1 ¢lenov z M, teda by
bolo ¢(B) —c¢(A) 2 (m+1)—(m—1) =2.

3. krok. Nech k = ¢(A). Ak ¢(B) = k, ukonéime rozdelovanie.

Ak sme dosiahli ¢(A) = ¢(B) = k, nasli sme pozadované rozdelenie. Vo vsetkych
ostatnych pripadoch mame ¢(B) = k + 1. Vieme tiez, ze k = |[A| = |[ANM| =2 m
a|BNM|<m.

4. krok. Ak existuje Gcastnik x € BN M a klika C C B taka, ze |C| = k+1
ax ¢ C, tak posleme x do miestnosti A a ukonéime rozdelovanie (obr.5).

Obr. 5

Po poslani x spit do A budeme v A mat k + 1 élenov z M, teda c¢(A) = k + 1.
Kedze x ¢ C, ¢(B) = |C| sa nezmensi, t.j. budeme maft ¢(A4) = ¢(B) =k + 1.

Ak tcastnik = spliiajici uvedené podmienky neexistuje, tak v miestnosti B kazda
klika s rozmerom k + 1 obsahuje ako podmnozinu cely prienik B N M.

5. krok. Kym plati ¢(B) = k + 1, zvolime niektort kliku C' C B s rozmerom k + 1
a posleme jedného ¢lena z C'\ M do miestnosti A (obr.6). (Kedze |[C| =k+1>m 2
= |B N M|, mnozina C'\ M nemdze byt prazdna.)
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Obr. 6

Zakazdym, ked posleme jedného tcastnika z B do A, zmensi sa ¢(B) nanajvys o 1.
Na konci tohto kroku teda budeme mat ¢(B) = k. V miestnosti A mame kliku AN M

Obr.7

v mnozine @, moézu byt dva typy tcastnikov:
e Clenovia M; kedze M je klika, st to priatelia so véetkymi ¢lenmi z B N M.
e Ucastnici, ktorych sme do A poslali v 5.kroku; kazdy z nich bol v klike, ktora
obsahovala BN M, teda aj tito st priatelia so vSetkymi ¢lenmi z BN M.
Takze vSetci ¢lenovia ) st priatelmi so vSetkymi ¢lenmi z B N M (obr. 7). Mnoziny Q
a BN M su kliky, takze aj QU (BN M) je klika. Kedze M je klika s najviac¢sim rozmerom,
mame

(M2 [QU(BNM)|=[Q|+[BNM|=|Q[+[M]—-[ANM],

odkial |Q| £ |[AN M| = k.
Po 5.kroku teda dostaneme ¢(A) = ¢(B) = k.

4. Os uhla BCA trojuholnika ABC' pretina jeho opisant kruznicu v bode R réznom
od bodu C, os strany BC v bode P a os strany AC v bode Q. Stred strany BC
oznacme K a stred strany AC oznacéme L. Dokdzte, Ze obsahy trojuholnikov RPK
a RQL sa rovnaji. (Ceské rep.)

RiesSenie. Ak |AC| = |BC|, trojuholnik ABC' je rovnoramenny, trojuholniky RPK,
RQL st stimerne zdruzené podla osi CR a zadané tvrdenie je trividlne. Dalej bez ujmy
na vseobecnosti predpokladajme, ze |AC| < |BC|. Oznac¢me O stred kruznice opisanej
trojuholniku ABC' a «y velkost uhla ACB. Z pravouhlych trojuholnikov CLQ a CK P

mame

£OQP| = |4LQC| = 90° = T, |OPQ| = |<KPC| = 90° — 7.



teda uhly OQP, OP(Q maju rovnaka velkost. Takze trojuholnik OQ P je rovnoramenny
a lahko dopocitame, ze velkost jeho tretieho uhla, ktory zvieraji zhodné ramené OQ,
OP, je v (obr.8).

Obr. 8

7 vlastnosti stredového a obvodového uhla dostavame
|{AOR| = 2|£ACR| = ~, |{ ROB| = 2|{RCB| = 7.

NavySe samozrejme |AO| = |RO| = |BO|. Uvazujme otoc¢enie okolo bodu O o uhol #.
Z uvedeného vyplyva, Ze v tomto otoceni sa () zobrazi na P, A na R a R na B. Takze
trojuholniky QAR, PRB st zhodné a maju aj rovnaké obsahy.

Trojuholniky RQL, RQA maja spoloénu stranu R(), pomer ich obsahov je teda
rovny pomeru dizok ich v§$ok na stranu RQ. KedZe L je stred strany C' A, tento pomer je
zrejme 1 : 2. Podobny vztah dostaneme pre trojuholniky RPK, RPB. Spolu dostavame

Sror = 3SroA = 3SrPB = SRPK-

5. Kladné celé ¢isla a, b si také, Ze ¢islo (4a® — 1)? je delitelné 4ab — 1. Dokdzte, Ze
a=b. (Velka Briténia)
RieSenie. Dvojicu (a,b) prirodzenych ¢isel nazveme zld, ak 4ab — 1 | (4a? — 1)%. Inak

povedané, ak (a,b) je zla dvojica, tak existuje také prirodzené éislo k, ze k(4dab — 1) =
= (4a® — 1)2. Po jednoduchej tiprave dostaneme

4a(bk — 4a® +2a) — 1 = k.

Oznaéme ¢ = bk — 4a® + 2a. Zrejme c je celé, a vzhladom na rovnost k + 1 = 4ac musi
byt aj kladné. A kedze k = 4ac — 1 je delitelom &isla (4a® — 1)2, dvojica (a,c) je zla.
Navyse ak a < b, tak 4a® — 1 < 4ab — 1, ¢ize aj (4a® — 1)? < (4ab—1)(4a® — 1), a preto

(4a® — 1)

4a% — 1.
dab—1

dac—1 =k =
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Odtial mame ¢ < a. Ku kazdej zlej dvojici (a,b) s vlastnostou a < b teda existuje zla
dvojica (a,c) s vlastnostou ¢ < a.

Ak chapeme vyraz 4ab — 1 ako linedrny dvojcélen v premennej a, postupnym vyde-
lenim mnohoclena (4a? — 1) = 16a* — 8a? + 1 uvedenym dvojélenom (a prendsobenim
¢islom 16b%, aby sme sa vyhli zlomkom) dostaneme

16b*(4a® — 1)* = (4ab — 1)(64a’b® + 16a*b* — 32ab> + 4ab — 8b* + 1) + (4b* — 1)2.

Z tejto identity priamo vyplyva, ze ak 4ab — 1| (4a® — 1)?, tak aj dab — 1 | (4% — 1)2.
Teda ak (a,b) je zla dvojica, tak aj (b, a) je zla dvojica.

Predpokladajme Ze existuje nejakd zld dvojica roznych cisel. Potom existuje aj
dvojica (a,b) s vlastnostou a # b, v ktorej a je minimalne mozné.

Ak a < b, podla prvého odstavca existuje ¢ < a také, ze dvojica (a, ¢) je zla, a podla
druhého odstavca je potom aj dvojica (¢, a) zl4, ¢o je v spore s minimalnostou a.

Ak a > b, tak podla druhého odstavca je aj dvojica (b,a) zld a podla prvého
odstavca existuje ¢ < b < a také, ze dvojica (b, ¢) je zla. Potom podla druhého odstavca
je aj dvojica (¢, b) zl4, ¢o je opét v spore s minimalnostou a.

Zaver. Pre kazdu zla dvojicu (a, b) plati a = b.

6. Nech n je kladné celé cislo. Uvazujme mnozZinu
S={(z,y,2) : z,y,2€{0,1,... ,n}, x+y+2z>0}

pozostdavajicu z (n + 1) — 1 bodov trojrozmerného priestoru. Urcte najmensi mozny
pocet rovin, ktorych zjednotenie obsahuje vsetky body z S, ale neobsahuje bod (0,0,0).
(Holandsko)

RieSenie. Najmensi mozny pocet rovin je 3n. Lahko najdeme 3n rovin, ktoré spliaja
zadané podmienky. Moézeme napriklad zobrat roviny s rovnicami x =i, y = i, z = i pre
t=1,2,... ,n. Inym vyhovujtacim prikladom st roviny s rovnicami xz + y + z = k pre
k=1,2,...3n. UkdZeme, Zze menej ako 3n rovin nestaci. Dokdzeme najskoér pomocné
tvrdenie.

Lema. Nech P(x1,... ,xy) je nenulovy polyném k premennych. Ak P(xq,... ,x5) =
= 0 pre lubovolné z1, ... ,x; € {0,1,... ,n} také, ze x1+---+x > 0a P(0,...,0) # 0,
tak deg P 2 kn. (Pod deg P rozumieme stuperi polynému P, t.j. exponent najvyssej
mocniny z vo vyraze P(z,...,z).)

Lemu dokdzeme matematickou indukciou vzhladom na k. Pre &k = 1 jej platnost
zabezpeci zname tvrdenie. Podla neho, ak ma nenulovy polyném jednej premennej
n korenov (v nasom pripade by korefimi boli ¢isla 1,2,... ,n), tak mé stupen aspori n.

Predpokladajme, ze lema plati pre kK = m. Dokézeme, ze potom plati aj pre k = m—+
+1. Kvoli prehladnosti oznaéme y = z,,11. Ked chdpeme P ako polyném v premenne;j y,
mozeme ho vydelif polynémom Q(y) = y(y — 1) --- (y — n). Pri deleni dostaneme ako
zvysSok polyném R. Presnejsie,

P(zy,...,xm,y) = Q) - S(x1,... ,Tm,y) + R(x1,... ,Tm, 1),

kde deg, R = n (t.]j. stupeii zvysku R, ked ho chdpeme ako polyném v jednej premen-
nej y, je mensi ako stupen polynému Q). Kedze Q(y) = 0 pre y = 0,1,... ,n, mame
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R(z1,... ,xm,y) = P(z1,... ,Tm,y) pre lubovolné z1, ... ,x,,y € {0,1,... ,n}, ¢ize R
spliia podmienky lemy. Zrejme deg R < deg P, sta¢i teda dok4zat, ze deg R = (m+1)n.
Rozpisme R podla mocnin y:

R(z1,... ,xm,y) = Rp(z1,. .. ,2m)y" + Rp—1(21, - . - ,xm)y"_1+~-~+Ro(a:1,... s T ) -

Ukazeme, Ze na polyném R, (z1,... ,2,,) mdzeme pouzit indukény predpoklad.

Uvazujme polyném T'(y) = R(0,...,0,y) stupnia nanajvys$ n. Tento polyném ma
n koreniov y = 1,2,... ,n. Na druhej strane, T'(y) nie je konstantny nulovy polyném,
lebo T'(0) # 0. Teda degT = n a jeho veduci koeficient R, (0,... ,0) je nenulovy.

Ak zoberieme lubovolné éisla aq, ... ,a, € {0,1,... ,n}, pricom a; +- -+ a,, > 0,
a dosadime z; = a; do R(x1,...,%m,y), dostaneme polyném v premennej y. Tento
polyném je nulovy vo vSetkych bodoch y = 0,1,... ,n (t.j. ma asponn n + 1 koretnov)
a ma stupenl nanajvys n. Preto musi byt nulovy, ¢ize R;(a1,...,a;,) = 0 pre vSetky
i=0,1,...,n. Specidlne mame R, (ai,...,am,) =0.

Polyném R, (1, ... ,%,) teda spliia predpoklady lemy a podla indukéného pred-
pokladu dostédvame deg R,, = mn, odkial

deg P =2 degR =2 deg R, + n = (m + 1)n.

Teraz uz Tahko dokon¢ime rieSenie. Predpokladajme, Ze mame N rovin pokryvaju-
cich vsetky body z S, ale neobsahujucich bod (0,0,0). Nech vSeobecné rovnice tychto
rovin st a;z + by + ¢;z+d; =0 (prei =1,2,... ,N). Uvazujme polyném

P(z,y,z) = (amx+biy+ciz+dy) - (aex +boy+coz+ds)-...- (ayz+bny+cenz+dy),

ktorého stupen je zrejme N. Tento polyném splia P(zq,yo,20) = 0 pre Iubovolné
(o0, Y0, 20) € S a P(0,0,0) # 0. Podla dokazanej lemy teda N = deg P = 3n.



