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1. V ostrouhlom trojuholniku ABC' oznac¢me H priesecnik jeho vysok. KruzZnica so
stredom v strede strany BC' prechddzajica bodom H pretina priamku BC' v bodoch Ay
a As. Podobne kruznica so stredom v strede strany C' A predchddzajica bodom H pretina
priamku C A v bodoch By a By a kruznica so stredom v strede strany AB predchddzajica
bodom H pretina priamku AB v bodoch Cy a Cs. Dokdzte, Ze body A1, As, By, Bs,
C1, Cs lezia na jednej kruznici. (Rusko)

Riesenie. Osi tseciek A1 Ay, B1Bsy, C1Cy st zaroven osami stran BC, C'A, AB, takze
sa pretinaju v bode O, ktory je stredom kruznice opisanej trojuholniku ABC'. Preto je
O jediny bod, ktory moze byt stredom pozadovanej kruznice. Oznac¢me strany a uhly
v trojuholniku $tandardnym sposobom. Dalej nech r = |OA| je velkost polomeru
opisanej kruznice, Cy je stred strany AB a P piita vysky z vrcholu C (obr. 1). Dokazeme,
ze vSetkych Sest bodov zo zadania mé od bodu O rovnaku vzdialenost. Pouzitim Pyta-
gorovej vety vo viacerych trojuholnikoch najprv vyjadrime dlzku tsecky OC; pomocou
inych dizok v trojuholniku.

A O P C Cy, B

Obr. 1
Z pravouhlych trojuholnikov OC,Cy, CoHP,* OACy, HAP mame
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|0C1|? = |C1Co|? + |0Cy?,
|HCy|? = |[HP|? + |PCy|?,
|0Co|? =17 — (5¢)?,

|HP|* = |AH|? — |AP|?.
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Kedze podla zadania |C;Cy| = |HC)|, dosadenim (2), (3) do (1) a néslednym dosadenim
(4) dostavame

|OC1|? = |HP]? + |PCy|* + 12 — (%0)2 = |AH|? — |AP|? + |PCy|* + 1% — iCQ'
Bez ohladu na to, ¢i bod P lezi na tsecke ACy, alebo na tsecke Cy B, plati

|PCo? = |se— |AP||® = (3¢ — |AP|)® = 1% — ¢|AP| + |APJ%,

1 Ak P = Cy, tak CoHP nie je trojuholnik, ale rovnost (2) aj tak trividlne plati.
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Dosadenim do predoslého vyjadrenia dostaneme
|OC1|*> = |AH|? — |AP> + (3¢® — ¢|AP| + |APP) + 1 — 1c* = |AH| +r* — c|AP|.
Napokon, z pravouhlého trojuholnika C AP méme |AP| = bcos a, takze
|0C1|? = |AH|* +r* — cbcos a.

Zrejme zopakovanim totozného postupu (len vymenime tlohu vrcholov B a C') mozno
vyjadrit
|OBy* = |AH|? + r* — becos a,

takze |OC| = |OBs|. Analogicky odvodime aj rovnosti |OA;| = |OCs| a |OB;| =
= |OAz|. Spolu s trividlnymi rovnostami |[OA;| = |OAs|, |OB1| = |OBs|, |OCy| =
= |OC4| dostavame

|OA;| = |OA;3| = |OB,| = |0OB;| = |OC1| = |OCs|,

teda body Ay, Az, By, Ba, C1, Cs lezia na jednej kruznici so stredom O.

Iné riesenie. Oznac¢me stredy stran BC, C A, AB postupne Ag, By, Cy a kruznice
spominané v zadani so stredmi v tjchto bodoch postupne k,, kp, ko. Usecka AgBy je
spojnicou stredov kruznic k., k. Zaroven je ako stredna priecka trojuholnika ABC
rovnobezna so stranou AB a kolma na priamku C'H obsahujtcu vysku na stranu AB.
Priamka C'H je preto chordalou? kruznic k,, k; (obr.2).

Obr. 2

Kedze bod C lezi na chordale kruznic k,, k;, ma ku obom kruZniciam rovnaku
mocnost, ¢ize |CA;|-|CAs| = |CBi|-|CBa|. Z tejto rovnosti a zo znameho ,,obrateného*
tvrdenia o mocnosti bodu ku kruznici uz priamo vyplyva, ze body Ay, As, B, B lezia
na jednej kruznici k, bez ohladu na to, ¢i bod C lezi vnutri oboch priemerov A;As,
B1Bs, alebo mimo nich. (Nie je mozné, aby lezal vnutri jedného priemeru a mimo
druhého, kedze C lezi na chordale oboch kruznic. Pri ostrouhlom trojuholniku ABC

2 Chordala dvoch kruZnic je mnoZina bodov, ktoré maji k obom kruZniciam rovnakt mocnost. Je
kolmd na spojnicu stredov kruznic a prechadza spolo¢nymi bodmi oboch kruznic, pokial sa tieto
pretinaju alebo dotykaju.



navyse mozno lahko ukdzat, ze body Ay, As, resp. By, By lezia vnutri stran BC', C A,
takze C lezi urcite mimo oboch priemerov A; Ay, By Bs).

Stred kruznice k pritom musi byt priese¢nikom osi tiseciek A Ay, B1Bs, t.]. stred O
opisanej kruznice. Odtial mame |OA;| = |OAz| = |OB;| = |OBs|. Zrejme analogicky
(argumentaciou o chordéle BH kruznic k,, k.) dostaneme |OA;| = |OAs| = |OC,| =
= |OC4|, odkial dostaneme rovnaky zaver ako pri prvom rieseni.

2. a) Dokazte, Ze

LIZ’Q y2 22

+ +
(-12 (-17? (2-1)?
pre vSetky redlne ¢isla x, y, z rozne od 1 spliajice xyz = 1.
b) Dokazte, Ze v uvedenej nerovnosti plati rovnost pre nekonecne vela trojic raciondlnych
éisel x, y, z roznych od 1 spliajicich xyz = 1. (Rakusko)

> 1

Riesenie. a) Zavedme substiticiu

x Y z ) a b c
=c¢ t.J. =

y—1 7 -1

a
x—1 ’
Chceme dokazat nerovnost a?+b2+c? > 1 pre fubovolné redlne &isla a, b, ¢ # 1 splhajice

rovnost
a b c

. . =1 1
a—1 b—1 ¢—-1 (1)

pochadzajicu z podmienky zyz = 1. Ekvivalentnymi tpravami z (1) dostavame

abc=(a—1)(b—1)(c—1),
ab+bc+ca=a+b+c—1,
(a+b+c)?—(a®>+b*+c*)=2(a+b+c—1),
(a+b+c)?—2(a+b+c)=a*+b*+c* -2,
(a+b+c—1)=a®>+b*+ - 1. (2)

Lavé strana poslednej rovnosti je vzdy nezapornd, teda naozaj plati a® + b + ¢ > 1.

b) Aby sme nasli trojice racionalnych &isel z,y,z # 1 spliiajice xyz = 1, pre
ktoré plati v zadanej nerovnosti rovnost, staci najst trojice racionalnych éisel a, b, ¢ # 1
spliajtce rovnosti (1) a a? + b? + ¢ = 1 a pouzif uvedenti substitiiciu (zachovavajicu
racionalnost) na vypocet x, y, z. Pritom prvi z rovnosti sme ekvivalentne upravili na
tvar (2). Hladdme teda v obore racionalnych ¢isel nekonecne vela rieseni stustavy

(a+b+c—1)2=a>+b*+c* -1,
A+ +2=1,
ktora je zrejme ekvivalentna so stistavou
A+ +f=a+b+c=1.

Vyjadrenim ¢ = 1 — a — b a dosadenim do rovnice a? + b? + ¢ = 1 dostdvame jedint
rovnicu a? 4 b% 4+ ab — a — b = 0, ktortt mozno v premennej b prepisat ako kvadraticka
rovnicu

¥+ (a—1)b+ala—1)=0 (3)
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s diskriminantom
D= (a—1)>—4a(a—1) = (1 —a)(1+ 3a).

Aby sme dostali racionalnu trojicu (a, b, ¢), staci zobraf racionalne ¢islo a také, ze sucin
(1—a)(1+3a) bude druhou mocninou racionalneho ¢isla. Potom totiz budi racionalnymi
aj Cisla

_ 1—a++/(1-a)(l+3a)
2

Hladajme a v tvare podielu celych ¢isel k/m. Potom

b

a c=1—a-—0b. (4)

—k 3k
l—q=""0 0 3=
m m

Vhodnou volbou teda bude napriklad m = k? — k + 1, kde k je Tubovolné celé &islo.
Potom zrejme m # 0, m — k = (k — 1), m + 3k = (k + 1)2, ¢ize D = (k* — 1)?/m>.

.....

dostaneme

m—-k+k>—-1 m+(m—-2) m-1 1 k- m-1 1-k
= = CcC = _— — = .
2m 2m m m m m

b=

Pre rozne hodnoty k takto zrejme dostaneme nekone¢ne vela roznych racionalnych trojic
(a,b,c), pricom podmienka a,b,c # 1 vylucuje iba hodnoty kK = 0 a k = 1. Ak by sme
sa vratili k pévodnym premennym z, y, z, po jednoduchej iprave by sme dostali trojice

k
(k—1)%°

k—1

y:k_ka Z = k2 9

xr=—

avsak dokaz je uplny aj bez tohto vyjadrenia.

3. Dokdzte, Ze existuje nekonecne vela kladnijch celych cisel n takyjch, Ze n?> + 1 md
prvociselného delitela vicsieho ako 2n + +/2n. (Litva)

Riesenie. Nech N je Tubovolné prirodzené &islo a p je prvoéiselny delitel ¢isla N2 + 1.
Ozna¢me z zvySok, ktory dava N po deleni prvocislom p (zrejme 0 < z < p). Potom
mame

2>=N?=—-1 (mod p) a tiez (p—2)2=22=—-1 (mod p).

Zoberme za n mensie z dvojice ¢isel z, p — z. Plati 0 < n < p/2 a zéaroveii p | n? + 1.
Navyse
(p—2n)*=4n*= -4 (mod p),

a kedze (p —2n)? > 0, dostavame (p — 2n)? = p — 4. Podla doterajsieho p — 2n = 0, ak
je teda p = 5, po odmocneni a iprave mame

p—2n2+/p—4,
p=2n++/p—4. (1)
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Ak p > 20, tak /p—4 > 4 a z (1) vyplyva p > 2n + 4. Potom p — 4 > 2n, ¢ize
VP —4 > v/2n a dosadenim do (1) dostdvame pozadovant nerovnost p > 2n + v/2n.

Ukézali sme, ze pre kazdé prvocislo p > 20, ku ktorému existuje také cislo N, ze
p | N?2+1 (teda pre kazdé prvocislo, ku ktorému je —1 kvadratickym zvyskom) existuje
¢islo n s pozadovanou vlastnostou. Ak by bolo takych n len kone¢ne vela, muselo by
existovat iba kone¢ne vela opisanych prvodisel, plati totiz p | n? + 1, t.j. p < n? +
+ 1. Avsak prvocisel s kvadratickym zvySkom —1 je nekonecne vela. Dékazom tohto
znameho tvrdenia ukonc¢ime riesenie tlohy.

Nech M je Tubovolné prirodzené ¢islo. Potom Tubovolné prvocislo p, ktoré je
delitelom &isla (M!)2+1, ma medzi kvadratickymi zvyskami zvysok —1. Zaroven p > M,
lebo zrejme ziadne z &isel 2, 3, ..., M nie je delitelom ¢&isla (M!)? + 1. Ku kazdému M
teda existuje prvocislo p > M s pozadovanou vlastnostou. Takych prvodisel je preto
nekonecne vela.

4. Ndajdite vsetky funkcie f:(0,00) — (0,00) (t.j. funkcie z kladngych redlnych ¢éisel do
kladnych redlnych cisel) take, Ze

fPw)+ (@) _ w’+a?
FW)+ 10 2 +22

pre vsetky kladné redlne ¢isla w, x, y, z spliajice wr = yz. (Juzna Korea)

Riesenie. Predpokladajme, ze funkcia f vyhovuje zadaniu. Budeme za w, x, y, z do-
sadzovaf rozne §tvorice kladnych &isel spliiajice wz = yz a stanovovat tak podmienky,
ktoré musi f spliiaf, a ktoré budeme dalej pouzivat.

Po dosadeni w = x = y = z = 1 mame f2(1)/f(1) = 1, teda f(1) = 1. Zoberme
Tubovolné ¢ > 0 a dosadme w = t, x = 1, y = z = \/t. S vyuzitim f(1) = 1 postupnymi
apravami dostavame

FPH+1_ 41

2f1(¢) 2t
L) +t = F(t) + f(t),

ti)(f(t) —t) = f(t) — t,
(f@&)—=t)(tft)—1)=0

Takze pre kazdé ¢t > 0 plati bud f(t) = ¢, alebo f(t) = 1/t. Priamym dosadenim do
zadania mozno lahko overit, Ze obe funkcie

f(t)y=t prevsetkyt>0 a flt) = pre vSetky ¢ > 0 (1)

vyhovuju (prva funkcia vyhovuje ocividne, pri druhej treba previest trividlnu tpravu
a pouzit podmienku wz = yz). UkdZzeme, Ze Ziadna ind funkcia podmienky zadania
nesplia, t.j. e f nemoze pre niektoré ¢ # 1 nadobudat hodnotu ¢ a pre nejaké iné
hodnotu 1/¢.

Predpokladajme, Ze f nie je ani jedna z funkcii zapisanych v (1). Teda pre nejaké
a,b > 0 plati f(a) # a a f(b) # 1/b. Podla odvodenych podmienok potom nutne f(a) =
=1/a, f(b) = b. Dosadenim w = a, x = b, y = z = Vab do zadanej rovnosti a Gpravou
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dostavame

%—FbQ a’® + b2

2f(ab)  2ab ’
b -2 b2
flany = 2 EF) ©)

Vieme, 7e f(ab) = ab alebo f(ab) = 1/ab. Ak f(ab) = ab, podla (2) mame a=2 + b? =
= a? + b2, odkial @ = 1. AvSak f(1) = 1, ¢o je v spore s predpokladom f(a) # a.
Podobne ak f(ab) = 1/ab, z (2) mame
a®b*(a™? + b?) = a® + b2, Cize  b%+ a?b* = a® + b2,
odkial b* =1, t.j. b= 1, ¢o je v spore s predpokladom f(b) # 1/b.
Dve funkcie zapisané v (1) su teda jediné vyhovujuce.

5. Nech n a k su kladné cel€ ¢isla, kde k = n a k —n je pdrne ¢islo. Dangch je 2n ldmp
oznacenych 1, 2, ..., 2n, pricom kazZdd z nich moZe byt bud zapnutd alebo vypnutd.
Na zaciatku su vsetky lampy vypnute. UvaZujeme postupnosti krokov: v kaZdom kroku
jednu z lamp prepneme (zo zapnutej na vypnutd alebo z vypnutej na zapnuti,).

Nech N je pocet takych postupnosti pozostdvajicich z k krokov, ktore vedi do stavu,
Ze vsetky lampy od 1 po n su zapnuté a vsetky lampy od n + 1 po 2n su vypnuté.

Nech M je pocet takych postupnosti pozostivajucich z k krokov, ktoré vedu do
stavu, Ze vsetky lampy od 1 po n su zapnuté a vsetky lampy od n+1 po 2n su vypnute,
pricom Ziadna z ldmp od n + 1 po 2n nebola nikdy zapnutd.

Urcte podiel N/M. (Francuzsko)

RieSenie. Postupnosti, ktoré vedi do stavu opisaného v zadani (lampy od 1 po n
zapnuté, lampy od n+1 po 2n vypnuté), nazvime vyhovujice. Vyhovujice postupnosti,
v ktorych navyse ani raz nezapneme ziadnu z ldmp od n + 1 po 2n, nazvime specidlne.
Mame teda N vyhovujtcich postupnosti, z ktorych je M Specidlnych.

V kazdej vyhovujucej postupnosti je kazda z lamp 1, . .., n na konci zapnuta, takze
bola prepnuta neparny pocet krat. Naopak, kazda z lamp n + 1, ..., 2n je na konci
vypnuté, takze bola prepnuta parny pocet krat.

Zrejme M > 0, t.]. existuje aspon jedna Specidlna postupnost (sta¢i raz zapnut
kazda z ldmp od 1 po n a potom zvolit jednu z nich a prepnit ju (k — n)-krat, ¢o je
podla zadania parne ¢islo).

Nech P je lubovolné Specidlna postupnost. Zvolme ktortkolvek lampu [, kde 1 <
< 1 £ n. Oznacme k; celkovy pocet prepnuti lampy [ (ako sme spomenuli skor, k;
je nepéarne). Vyberme spomedzi nich [ubovolnii podmnozinu obsahujicu péarne vela
prepnuti a nahradme ich prepnutim lampy n + [. To moéZeme urobif 2% ~! sposobmi,
kedze kazda k;-prvkova mnozina ma 2% ~! podmnozin s paArnou mohutnostou®.

3 Tento znamy fakt mozno odvodit jednoduchou kombinatorickou tivahou: Ked vytvarame podmno-
zinu s parnou mohutnostou, pri kazdom spomedzi k; prvkov sa mozeme rozhodnut, ¢i do podmnoziny
bude alebo nebude patrit, len pri poslednom prvku na vyber neméame — musime alebo nesmieme ho
do podmnoziny pridat, aby sme dodrzali paritu. Celkovy pocet podmnozin je teda

2.2.....2.1=2k—1,
N e’

(ky —1)-krat



Uvedené zmeny prepnuti mozeme urobif nezéavisle s kazdou lampou pre [ =
=1,...,n.Kedze k1+- - -+k,, = k, celkovy pocet roznych postupnosti, ktoré dostaneme,
je

2k1—1 . 2k1—1 . . 2]€n—1 — 2k—n

V kazdej vytvorenej postupnosti je kazda z lamp od n + 1 do 2n prepnutd parny
pocet krat a kazda z lamp od 1 do n neparny pocet krat, jedna sa preto o vyhovujicu
postupnost. Z kazdej $pecidlnej postupnosti P vieme takto vytvorif 25~" vyhovujicich
postupnosti.

Zrejme kazda vyhovujicu postupnost Q mozno vytvorit opisanym sposobom. Staci
kazdé prepnutie lampy [ > n nachadzajice sa v Q nahradit prepnutim lampy [ — n.
Vo vyslednej postupnosti P nebudi lampy od n + 1 do 2n prepnuté ani raz. Kedze
v Q bola kazda lampa [ > n prepnutd parny pocet krat, kazda lampa [ < n bude
v P prepnutd neparny pocet krat, t.j. postupnost P bude Specidlna. Ak teraz obratime
postup a vratime prislusné prepnutia naspif na lampy od n + 1 do 2n, dostaneme
postupnost Q. Pritom obrateny postup zmeny P na O prebieha presne tak, ako sme
opisali v predoslych odsekoch.

Nasli sme zobrazenie z mnoziny vyhovujacich postupnosti do mnoziny Specialnych
postupnosti, pricom vzor kazdej Specidlnej postupnosti pri tomto zobrazeni obsahuje
2F—" yyhovujticich postupnosti. Preto N/M = 2F—n,

6. Nech ABCD je konvexny Stvoruholnik, pricom |BA| # |BC|. Oznac¢me postupne
wi1 a wo kruznice vpisané do trojuholnikov ABC a ADC. Predpokladajme, Ze existuje
kruznica w dotgkajica sa polpriamky BA za bodom A a polpriamky BC' za bodom C,
ktord sa dotyka aj priamok AD a CD. Dokdzte, Ze spolocné vonkajsie dotycnice kruznic
w1 a wy sa pretinaji na kruznici w. (Rusko)

Riesenie. Pri rieseni pouzijeme dve pomocné lemy, ktoré najprv sformulujeme a do-
kazeme.

Lema 1. Nech ABCD je konvexny Stvoruholnik. Ak existuje kruznica, ktora sa dotyka
polpriamky BA za bodom A, polpriamky BC' za bodom C' a priamok AD a CD, tak
|AB| + |AD| = |CB| + |CD|.

K A B
Obr. 3

Dokaz. Ozna¢me dotykové body kruznice a priamok AB, BC, C'D, DA postupne K,
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L, M, N (obr.3). Mame

|AB| + |[AD| = (|BK| — |AK]) + (|AN| — |[DN),
OB +[CD| = (|BL| = |CL|) + (|ICM| — |DM]).

Zrejme |BK| = |BL|, |IDN| = |DM|, |AK| = |AN| a |CL| = |CM]| (vzdialenosti bodu
od prislusnych dotykovych bodov na kruznici st rovnaké). Odtial uz priamo dostavame
|AB| + |AD| = |CB| + |CD|.

Lema 2. V danom trojuholniku ABC' ozna¢me P bod, v ktorom sa vpisana kruznica wq
dotyka strany AC. Nech PP’ je priemer vpisanej kruznice a @) je priesecnik priamky B P’
so stranou AC. Potom () je bodom dotyku strany AC' a kruznice pripisanej k strane AC.

Obr. 4

Dokaz. Priesecniky dotycénice k w; vedenej bodom P’ so stranami BA, BC ozna¢me
postupne A’; C’ (obr.4). Kruznica w; je pripisanou kruznicou ku strane A’C” trojuhol-
nika A’BC’ a dotyka sa strany A’C’ v bode P’. Kedze A'C’ | AC, v rovnolahlosti
so stredom B a koeficientom |BQ|/|BP’| sa trojuholnik A’ BC’ zobrazi na trojuholnik
ABC, kruznica wi na kruznicu pripisant k strane AC trojuholnika ABC a bod P’
(ktory je bodom dotyku wy a strany A’C’) na bod @ (ktory preto musi byt bodom
dotyku pripisanej kruznice a strany AC).

Pripomenme este znamy fakt, ze ak sa v trojuholniku ABC' dotyka vpisana kruz-
nica strany AC' v bode P a pripisana kruznica k tejto strane sa jej dotyka v bode @,
tak |AP| = |CQ)].

Vréafme sa k povodnému zadaniu. Nech w; sa dotyka uhlopriecky AC' v bode P
a wy v bode Q. Podla znamych vzorcov pre dizky tsekov medzi vrcholmi trojuholnika
a dotykovymi bodmi stran a vpisanej kruznice dostavame

|AP| = 3(|AC| + |AB| - |BC|),  |CQ|= 5(JAC|+|CD| - |ADI).

Kedze z prvej lemy vyplyva |AB| — |BC| = |CD| — |AD|, dostavame |AP| = |CQ).
Preto () je zaroven bodom dotyku kruznice pripisanej k strane AC' trojuholnika ABC'

Analogicky P je bodom dotyku kruZnice pripisanej k strane AC trojuholnika ADC.
Navyse P # @, lebo |AB| # |BC|.



Nech PP’, QQ' st priemery kruznic wy, ws kolmé na uhlopriecku AC (obr. 5). Podla
druhej lemy lezia body B, P’, (Q na jednej priamke. Takisto lezia na jednej priamke
body D, @', P.

Obr. 5

Uvazujme priemer kruznice w, ktory je kolmy na AC. Nech T je ten jeho krajny
bod, ktory je blizsie k AC. V rovnolahlosti so stredom B a koeficientom |BT|/|BP’| sa
w1 zobrazi na w, preto body B, P’, T lezia na jednej priamke. Podobne sa v rovnolahlosti
so stredom D a koeficientom —|DT|/|DQ’| zobrazi wy na w a na jednej priamke lezia
body D, Q', T.

Takze bod T je prieseénikom priamok P'Q a PQ’'. Kedze PP’ || QQ’, kruZnice
w1, wo s priemermi PP’, QQ’ st rovnolahlé so stredom T'. Pritom koeficient tejto
rovnolahlosti je o¢ividne kladny (lebo T' nelezi na spolo¢nej vnatornej dotyénici AC
oboch kruznic), teda T' je zaroven priese¢nikom vonkajsich doty¢nic kruznic wy, we, ¢o
sme chceli dokézat.



