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57.ro¢nik Matematickej olympiady Riesenia tiloh MEMO

I1. Nech (a,,)22 4 je rastica postupnost celyjch kladnijch éisel s nasledovnou vlastnostou:
pre kazdi stvoricu indexov (i, j, k1), kde1 =i < j < k <l ai+l = j+k, plati nerovnost
a; + a; > a; + ay. Urcte nagmensiu mozni hodnotu cisla azoos. (Rakusko)

RieSenie. (Podla Jaromira Simsu, Ceskd republika.) Pre kazdé n = 1 a §tvoricu indexov
(n,n+1,n+ 1,n+ 2) podla zadania plati

Unt2 — Gpt1 2 (Apg1 — ap) + 1.

KedZe as —a; 2 1, jednoduchym dokazom matematickou indukciou dostavame a, 1 —
—a, = npren = 1. Takze a1 = n + a,. Z toho s vyuzitim a; = 1 opét trividlnou
matematickou indukciou odvodime nerovnost

1
ap, 2 §(n2 —n+2).
Pritom postupnost a,, = %(n2 —n + 2) spliia podmienky zadania. Nerovnost a; +
+ a; > aj + ay, je totiz pre nu (pri rovnosti ¢ + 1 = j + k) ekvivalentna s nerovnostou
i + 12 > j2 + k%, ktord po substiticii i =d —y, | =d+y, j=d—x, k =d+z (kde
0 < x < y) prejde na zrejmi nerovnost 2d? + 2y? > 2d? + 222

Zaver. Najmens$ia mozné hodnota ¢isla asggs je %(20082 — 2008 4+ 2) = 2015 029.

12. Uvazujme Sachovnicu n x n, kde n > 1. Kolkymi sposobmi mozeme vybrat 2n —
— 2 policok tejto sachouvnice tak, aby spojnica stredov Ziadnych dvoch vybranych policok
nebola rovnobezna so Ziadnou diagondlou Sachovnice? (Svajéciarsko)

Riesenie. Mnozinu k policok ulozenych od jedného okraja Sachovnice po druhy v smere
niektorej uhlopriecky (pricom 1 < k < n) nazyvajme k-diagonala. Pocet disjunktnych
diagonal v jednom smere je 2n — 1 (obr.1), medzi 2n — 2 zvolenymi polickami vSak
nemdozu byt naraz obe policka na 1-diagonalach (kedZe tie st obe stcastou n-diagonaly
majucej druhy smer). Preto na kazdej k-diagondle pre k& > 1 musi byt zvolené prave
jedno policko a prave dve policka musia byt zvolené v rohoch (nie vSak protilahlych).
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Obr. 1
Uvazujme mnozinu P vSetkych takych dvojic (z,v), Ze z je zvolené policko a v
je volné (Cize nezvolené) policko na rovnakej diagonale ako z. Na Sachovnici je prave

n? — 2n + 2 volnych policok, pricom dve z nich st rohové. Kazdé zo zvysnych n? — 2n
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volnych poli¢ok v lezi na dvoch k-diagonalach pre k > 1, existuju k nemu preto prave
dve policka z také, ze (z,v) € P. Celkovy pocet p dvojic v mnozine P je teda

p=2(n*—2n)+2=2n—4n+2, (1)

pricom +2 je prispevok dvoch volnych rohovych policok (kazdé z nich ma jediné
prislusné zvolené policko v protifahlom rohu).

Ak zvolené policko z lezi na prieniku k;-diagondly a ks-diagonaly pre ki, ko > 1,
tak pocet pocet volnych poli¢ok v takych, ze (z,v) € P, je rovny ki + ko —2. To isté plati
aj pre rohové policka, pre ktoré {ki,ko} = {1,n}. Zrejme pre kazdé zvolené policko z
plati k1 + ko = n + 1, pricom rovnost plati prave vtedy, ked sa policko nachadza na
okraji Sachovnice. Takze pocet takych volnych policok v, ze (z,v) € P, je asponi n — 1.
Odtial

p>(2n—2)(n—1)=2n*—4n+2.

Podla (1) vieme, Ze v predoslej nerovnosti plati rovnost, preto vSetky zvolené policka
musia lezat na okraji Sachovnice.

Ak zvolime Tubovolné policka (napriklad aj Ziadne) z prvého riadka Sachovnice,
zvy$né okrajové policka (leziace mimo prvého riadka), ktoré musime zvolit, st jedno-
znacne urcené. Pre rohové policka je to zrejmé, pre ostatné policka staci pre kazdé
k =2,3,...,n — 1 uvazovat obdlZnik tvoreny dvoma k-diagondlami v jednom smere
a (n+1—k)-diagonalami v druhom smere (v kazdom takom obdlzniku musia byt medzi
zvolenymi polickami dva protilahlé rohy, obr. 2). Celkovy pocet roznych vyberov policok
je teda rovnaky, ako pocet roznych podmnozin n-prvkovej mnoziny (tvorenej polickami
prvého riadka), ¢ize 2".
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Obr. 2 Obr. 3

Iné riesenie. (Podla Bernda Mulanskeho, Nemecko.) Dva rézne smery diagondl
oznac¢me A a B. Z tvodu prvého riesenia vieme, ze na kazdej k-diagonale pre k£ >
> 1 je zvolené prave jedno policko a prave dve policka st zvolené v neprotilahlych
rohoch. Kazdy vyhovujici vyber policok moézeme vytvorit nasledujicim postupom
pozostavajucim z n krokov:

> Krok 1: Zvolime poli¢ko na jednej z dvoch 1-diagonal smeru A.
> Krok & (2 = k =< n — 1): Zvolime dve policka, kazdé na jednej z dvoch k-diagonal

smeru A.
> Krok n: Zvolime policko na n-diagonale smeru A.
Zrejme pre kazdé m = 1,2,... ,n — 1 po urobeni m krokov (takych, Ze ziadne dve

zvolené policka nie si na rovnakej diagonale smeru B) sa na kazdej spomedzi 2m — 1
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najdlhsich k-diagonal smeru B (t.j. K =2 n+ 1 — m) nachadza zvolené polic¢ko (obr. 3).
Ak m < n — 1, v nasledujicom kroku m + 1 musia byt obe poli¢ka zvolené na kraji
oboch (m + 1)-diagonél smeru A (ostatné policka tychto dvoch diagondl lezia na uz
,obsadenych® diagonédlach smeru B), ¢o mozno urobit prave dvoma sposobmi. Podobne
je to v pripade m + 1 = n. Mame teda dve moznosti v kazdom z n krokov a celkovy
pocet roznych vyhovujucich vyberov je 2".

Iné riesenie. (Podla Pavla Novotného, Slovensko.) Ofarbime policka Sachovnice
ako zvycajne, pricom Iavy horny roh bude ¢ierny. Z podobnej tivahy ako v tivode prvého
rieSenia vyplyva, ze musime zvolit n — 1 bielych a n — 1 ¢éiernych poli¢ok. Pocet p,,
vSetkych vyhovujicich vyberov 2n — 2 policok na Sachovnici n X n sa rovné siacinu
by - ¢n, pricom b, a ¢, su pocty vyhovujtucich vyberov n — 1 bielych, resp. c¢iernych
poli¢ok. Zrejme by = b3 = 2, co = 2 a c3 = 4. Llahko mozno ukéazat, ze pre kazdé n = 4
plati b, = 2b,,_2, ¢, = 2b,_1,% takze p, = b,c, = 4by_2bn_1 = 2¢h_1bp_1 = 2pn_1,
odkial uz trividlne vyplyva p,, = 2".

13. Nech ABC' je rovnoramenny trojuholnik s ramenami AC a BC. KruZnica vpisand
tomuto trojuholniku sa dotyka strany AB v bode D a strany BC v bode E. Priamka
rozna od AE prechddza bodom A a pretina vpisani kruznicu v bodoch F' a G. Priamky
EF a EG pretinaji priamku AB v bodoch K a L. Dokdzte, Ze plati rovnost |DK| =
= |DLJ. (Madarsko)

RieSenie. Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme, ze |AF| < |AG|. Rozoberme
najprv situaciu, ked G je na kratSom obluku DE.

Oznac¢me J dotykovy bod vpisanej kruznice so stranou AC'. Z vlastnosti stthlasnych,
usekového a obvodovych uhlov mame [{CAB| = |{CJE| = |{JDE| = |{JFE|
(obr.4), takze AJF K je tetivovy stvoruholnik. Preto z obvodovych, vrcholovych a tse-
kového uhla dostavame |LAJK| = |{AFK| = |[{EFG| = |{LEB|, teda trojuholniky
AJK a BEL st zhodné. Kedze K a L st vnutorné body tsecky AB, z rovnosti |[AK| =
= |BL| vyplyva |DK| = |DL|.

Ak G lezi na dlhsom obliku DE (medzi bodmi E a J), tak K, A, B, L lezia
v tomto poradi na priamke a tetivovym Stvoruholnikom je AKJF. Ostatné argumenty
st rovnaké ako v predoslom pripade.

! Odstranime dve biele 2-diagonaly v jednom smere a dve biele (n — 1)-diagonaly v druhom smere;
zvy$né biele poli¢ka vytvaraju rovnaké diagonaly ako biele policka Sachovnice (n — 2) x (n — 2).

2 Odstranime jednu ¢iernu n-diagonélu; zvysné &ierne policka vytvaraji rovnaké diagonaly ako biele
policka Sachovnice (n — 1) x (n — 1).



Obr. 5

Iné rieSenie. (Podla Tomdsa Pavlika, Ceskd republika.) Ozna¢me X priesecnik
priamky AF so stranou BC (obr.5). Z mocnosti bodu X ku vpisanej kruznici plati
| XE|?> =|XF| |XG], cize

| XG| | XE| (1)
| XE| |XF|

Podla Menelaovej vety pre trojuholnik ABX a priamky EG a FF mame
|AL| |BE| |XG| _ |AK| |BE| |XF[| _

=1 =1.
ILB| |EX| |GA| * |KB| |EX| [FA]
Pouzitim (1) méZeme tieto dve rovnosti prepisat na
| XE| |AL|-|BE] |XE| |KB|-|FA| 1
. = a . — 1.
| XF| |LB|-|GA] | XF| |AK|-|BE|
Odtial postupne
|AL|-|BE| |KB|-|FA|
|LB|-|GA|  |AK|-|BE|’
|AK| - |AL| - |BE|?
=1. (2)

[KB|-|LB|- |FA[-|GA] ~

Z mocnosti bodu A ku vpisanej kruznici plati |AF| - |AG| = |AD|?, odkial spolu so
zrejmymi rovnostami |AD| = |BD| = |BE| méme |AF|-|AG| = |BE|?. Spojenim s (2)
dostavame
|AK|-|AL| = |KB|-|LB].
V zavislosti od polohy bodu G lezia body K a L bud oba vnutri, alebo mimo
usecky AB. Podla toho pre niektoré znamienko plus alebo minus plati

|AK|- (|AB| = |BL|) = |AK| - |[AL| = |KB| - |[LB| = (|AB| + |AK]) - | BL|.

V oboch pripadoch po tprave |AK| = |BL|, ¢o je ekvivalentné s rovnostou |[DK| =
= |DL|.



14. Najdite véetky také celé cisla k, Ze ¢isla 4n + 1 a kn + 1 su nesudelitelné pre kazdé
celé cislo n. (Madarsko)

Riesenie. Kedze ¢islo 4n + 1 je neparne, z rovnosti k — 4 = k(4n + 1) — 4(kn + 1)
vidime, Ze 4n + 1 a kn + 1 st nestudelitelné, ak k — 4 nemd ziadneho neparneho delitela
p>1,t.j. ked k — 4 = £2™ pre nejaké nezaporné celé ¢islo m.

Na druhej strane, ak k — 4 ma neparneho delitela p > 1, Tahko najdeme nasobok p
tvaru 4n + 1 (je nim napriklad &slo p? alebo jednoducho jedno z dvojice ¢isel p, 3p).
Pre kazdé cislo 4n 4 1, ktoré je nasobkom p, z rovnosti uvedenej na zaciatku riesenia
vyplyva p | kn + 1, teda 4n 4+ 1 a kn + 1 nie s nestudelitelné.

Odpoved. Hladanymi ¢islami su k = 4 &+ 2™ pricom m = 0,1,2, ...

T1. Najdite vsetky funkcie f:R — R, pre ktoré plati

af (x+zy) = of (x) + f(2*) f(y)
pre véetky redlne ¢isla x, y. (Svajciarsko)

Riesenie. Dosadenim z = y = 0 do zadanej rovnosti

af(z+zy) =zf(x) + f(2*) f(y)

dostaneme f(0) = 0. Po dosadeni y = —1 do zadanej rovnosti tak méame

v f(z) + f(a*)f(-1) = 0. (1)

Rozoberme postupne pripady f(—1) =0 a f(—1) # 0.

Pripad f(—1) = 0. Z (1) potom vyplyva f(x) = 0 pre vSetky = # 0. Kedze uz
vieme, ze aj f(0) = 0, dostdvame konstantni nulova funkciu f(z) = 0, ktord ocividne
vyhovuje.

Pripad f(—1) # 0. Dosadenim z = —1 do (1) dostdavame f(1) = 1. S vyuzitim

toho po dosadeni z =1 do (1) méame f(—1) = —1 a teda (1) mozeme prepisat na
zf(z) = f(2?). (2)
Dosadme teraz do zadanej rovnosti y = x — 1. Odtial
of(2?) = af(z) + f(2®)f(z - 1). (3)
Séitanim (2) a (3) ziskame po tprave rovnost
f@)(fz=1) = (z = 1)) =0. (4)

Predpokladajme, ze f(a) = 0 pre nejaké a # 0. Potom podla (2) mdme f(a?) = 0 a teda
po dosadeni z = a do zadanej rovnosti dostaneme af(a + ay) = 0, ¢ize f(a + ay) =
= 0. Kedze y moze byt Tubovolné, nutne aj f(—1) = 0, ¢o nesthlasi s pripadom, ktory
rozoberame. Preto pre kazdé z # 0 plati f(x) # 0 a takisto aj f(z?) # 0. Z (4) potom
f(x—1) = x—1 pre kazdé x # 0, takze f(z) = x pre kazdé x # —1. Kedze z predoslého
vieme, ze aj f(—1) = —1, dostavame funkciu f(x) = x, ktora tiez oc¢ividne vyhovuje.

Zaver. Hladanymi funkciami st f(z) =0 a f(z) = =.



T2. Na tabuli je napisanych n celych kladnych cisel, pricom n = 2. V jednom kroku
vyberieme dve z napisanych cisel a kaZdé z nich nahradime ich suctom. Urcte vsetky
hodnoty n, pre ktoré mozeme z akejkolvek zaciatocénej n-tice prirodzenych dcisel po
konecnom pocte krokov dostat n-ticu rovnakijch cisel. (Slovensko, Peter Novotny)

RieSenie. Ak zafneme s n-ticou (2,2,1,1,...,1), pricom n = 3, v kazdej n-tici,
ktort z nej po lubovolnom pocte krokov dostaneme, bude pocet ¢lenov nadobudajacich
maximélnu hodnotu pdrny. Preto nevyhovuje ziadna neparna hodnota n = 3.

Matematickou indukciou dokazeme, Ze kazdé parne n = 2 vyhovuje. Pre n = 2 je
to zrejmé. Ak n = 4 je parne, podla indukéného predpokladu vieme Tubovolni n-ticu
po koneénom pocte krokov zmenit na (a,a,...,a,b,b). Ak a # b, opakovane urobime
niektoru z nasledujuicich sérii krokov, ktoré vzdy vedu na n-ticu tvaru

(v nej k modze mat intt hodnotu ako pociatoéné k = n — 2, stéle vsak bude pdrne):

séria o (a,...,a,b,...,b) — (2a,...,2a,b,...,b),
—— N —’ —— N —
k n—k k n—=k
séria 5: (a,...,a,b,... b) — (a,...,a,2b,...,2b),
—— N — ——— N— —
k n—k k n—k
séria v, (ak k<n—k): (a,...,a,b,...,b) = (a+b,...,a+0bb,... 0b),
—— N — ~ ~— o N —
k n—k 2k n—2%k
séria vo (ak k =2n—k): (a,...,a,b,...,b) — (a,... ,a,a+0b,... ,a+0).
——— N — —— —
k n—k 2k—n 2(n—k)

Kvoli dalsim tivaham zavedme oznacenie ¢ = 27(9) N(¢) pre Tubovolné prirodzené é&islo
¢, pricom P(c) 2 0 a N(c) je nepéarne. Na n-ticu

pricom a # b, pouzijeme
> sériu «, ak P(a) < P(b),
> sériu 3, ak P(a) > P(b),
> sériu v, alebo vy, ak P(a) = P(b) (a teda N(a) # N(b)).
Pri pouziti sérii « a (3 sa ¢isla N(a), N(b) nemenia, zatial ¢o pri pouziti 71 a 72 sa
zmeni prave jedno z nich, konkrétne

N(a) + N(b)
T X,

N(a) + N(b)

N(b
()—> om ’

alebo N (b) —

pricom m = P(N(a) + N(b)) = 1 a teda

N(a)+ N(b) < N(a) + N(b)

om 5 < max(N(a), N(b))



(pripominame, ze N(a) # N(b)). Z uvedeného vyplyva, ze hodnota max(N(a), N (b))
nikdy nerastie, teda po koneénom pocte krokov musi byt konstantna. Od toho momentu
musime mat stale bud N(a) = N(b), alebo N(a) < N(b). To vylucuje z dalsieho pouzitia
bud sériu 1, alebo sériu v,. VSetky dalSie zmeny parametra k st potom bud k — 2k,
alebo (n — k) — 2(n — k). KedZe toto mozno zopakovat iba r-krat, kde 2" < n, na
konci musime dostat n-ticu (a,... ,a,b,... ,b), ktort (ak a # b) uz moézeme menit len
sériami « a (. Pouzitim série a alebo ( prave |P(a) — P(b)|-krat dostaneme n-ticu
(@,...,a 0 ,..., ), v ktorej P(a’) = P(V'). Kedze pouzitie 71, 72 sme uz vylaéili,
nutne a’ = b, ¢im je indukény krok ukondceny.

Iné riesenie. (Podla nemeckého druzZstva, upravené.) Dokazeme bez matematickej
indukcie vzhladom na n, ze vyhovuje kazdé parne n = 2k. Najskor v zaciatoc¢nej 2k-tici
(a1,... ,as) nahradime kazdu dvojicu (ag;_1,a9;) (prei =1,... k) dvojicou (ag;_1 +
+ ag;,a2i—1 + az;). Odteraz budeme mat na (2i — 1)-tej a 2i-tej pozicii vzdy rovnaké
Cisla. Preto kvoli prehladnosti budeme pracovat s k-ticami (z, vy, 2, ... ) namiesto 2k-tic
(,2,9,9,2,2,...). S k-ticami mdZeme robit nasledujice zmeny:

> zvolime dve €isla z, y a nahradime kazdé z nich ich st¢tom (to zodpovedd dvom
krokom (... ,z,z,... ,y,y,...) = (..., x+y,z,... ,2+y,y,...) = (... ,x+y,z+
+Y,...,x+y,x+7vy,...) vykonanych na 2k-tici);

> zvolime jedno ¢islo x a vynasobime ho dvoma (to zodpovedd jednému kroku
(..,z,z,...)—= (.., x+z,x+x,...);

> predelime vSetky ¢isla dvoma (to samozrejme ni¢ neovplyvni; formalne si mozeme
pamiitat, kolkokrat sme delenie dvoma vykonali a na konci mozeme vsetky éisla
vynasobit prislusnou mocninou dvoch).

Nasim cielom je dostat k& rovnakych ¢isel. Ziskame ich opakovanim nasledovného
algoritmu:

1. Kym existuji aspon dve neparne cisla, ndjdeme najmensie a najvicSie neparne
¢islo a nahradime kazdé z nich ich (parnym) suc¢tom.

2. Ak po skonceni prvého kroku je v k-tici jedno neparne ¢islo, vynasobime ho dvoma.

3. Vydelime vsetky cisla dvoma.

Zrejme po kazdom vykonani celého algoritmu sa najvicsie ¢islo spomedzi vSetkych
k ¢isel bud zmensi, alebo nezmeni. KedZe toto maximum je stale prirodzenym ¢islom,
po kone¢nom pocte opakovani algoritmu musi nadobudnif hodnotu M, ktord sa uz
nebude menit. Od tohto momentu sledujme pocet ¢isel majicich hodnotu M v nasej
k-tici. Tento pocet oznacme N.

Zrejme M je neparne (inak by sa v tretom kroku algoritmu zmensilo). Ak N < k,
tak v k-tici existuje aspon jedno ¢islo m mensie ako M. Ak m je neparne, po vykonani
uz musi ostat konStantné a vsetky ¢isla v k-tici menSie ako M musia byt parne. Ale
kazdé parne m sa po vykonani algoritmu vydeli dvoma a po niekolkych vykonaniach
algoritmu sa nutne objavi neparne ¢islo mensie ako M. Preto v k-tici neexistuju cisla
mensie ako M, ¢o sme chceli dokazat.

T3. Nech ABC' je ostrouhly trojuholnik. Bod E leZi v opacnej polrovine s hranicnou
priamkou AC' ako bod B a D je vnutorny bod usecky AE. Nech |{ADB| = |{CDE],
|{BAD| = |{ECD| a |{ACB| = |{EBA|. Dokdzte, Ze body B, C a E su kolinedrne.

(Slovinsko)



Riesenie. Podmienka |[{ADB| = |{CDE| nabada zobrazit bod B v osovej simernosti
podla priamky AE do bodu B’ (obr. 6). Potom lezia body C, D a B’ na jednej priamke
a |[{EAB'| = |[{EAB| = |{ECD| = |{ECB’|, takze B"ACEFE je tetivovy §tvoruholnik.
Odtial [ ECA| = 180° — | L EB' A| = 180° — |{EBA| = 180° — | L ACB|, &ize | EC A| +
+ |£ACB| = 180° a teda body B, C, E lezia na jednej priamke.
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Obr. 6

Poznamky. Rovnako dobre mozeme zobrazit C' v osovej sumernosti podla AE do
C' leziaceho na jednej priamke s B, D. Tetivovy je potom Stvoruholnik ABEC’ a dalej
|{ECA| = |LEC"A| = 180°—|{EBA| = 180°—|{ACB|, t.j. opit |[{ ECA|+|LACB| =
= 180°.

Kvoli dokazanej kolinedrnosti bodov B, C, E z podmienky |[{ACB| = |{EBA|
vyplyva |AB| = |AC|, zatial ¢o z podmienky |[{BAD| = |{ECD| vyplyva, Ze stvoruhol-
nik ABCD je tetivovy. To naznacuje, ako mozno tlohu riesit inym sposobom. Predtym
eSte poznamenajme, Ze rozlozenie bodov opisané v zadani moZe nastat a vSetky také
rozloZenia su tohto typu: ABC je rovnoramenny trojuholnik, pricom |AB| = |AC|,
body B, C, E lezia na jednej priamke (C' medzi B a E) a AE pretina kruznicu opisant
trojuholniku ABC v bode D.

Iné rieSenie. Predpokladajme, ze B, C, E nie st kolinearne. Priamka precha-
dzajuca cez B rovnobezna s CE pretina priamky CD a AD postupne v bodoch
C" a E'. Kedze |[{E'C'D| = |[{ECD| = |{BAD|, stvoruholnik ABC'D je tetivovy
(obr. 7). Oznac¢me K jemu opisant kruznicu. Mame |{AC'B| = |{ADB| = |{CDE| =
= |{C'DE| = |{ABC’|, t.j. |£AC'B| = |{ABC’| (teda ABC’ je rovnoramenny
trojuholnik).

Predpokladajme, ze C' lezi vnutri tsecky C’D. Potom C' lezi vnutri K (v rovnakej
polrovine uréenej priamkou AB ako bod C”), preto |[{ACB| > |{AC'B| = |{ABC'| =
= |[{ABE'| > |{ABE| (lebo E lezi medzi A a E’), ¢o je v spore s |[{ACB| = |[{EBA|.

Podobne ak C' nelezi na tsecke C’'D, tak C lezi zvonka IC (v rovnakej polrovine ur-
¢enej priamkou AB ako bod C’), preto |[{ACB| < |{AC'B| = |{ABC'| = |[{ABE'| <
< |{ABE)| (lebo E’ lezi medzi A a E), ¢o je opit v spore s |[{ACB| = |{EBA|.
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Obr. 7 Obr. 8

Iné riesenie. (Podla Karla Hordka, Ceskd republika.) Z danych rovnosti velkosti
uhlov vyplyva, Ze trojuholniky ABD a CED st podobné (obr.8). Z toho okamzite
dostavame, ze aj trojuholniky ACD a BED st podobné (podla sus; rovnako velky
uhol pri spolo¢nom vrchole D a imerné strany). Z rovnosti uhlov BED a AC'D potom
vyplyva, ze sucet velkosti troch uhlov BC A, ACD a DCFE je rovny suctu velkosti uhlov
v trojuholniku ABFE, teda FE, C' a B su kolinearne.

T4. Nech sicet vsetkych kladnijch delitelov celého kladného ¢isla n je mocninou ¢isla 2.
Dokazte, Ze aj pocet tychto delitelov je mocninou éisla 2. (Cesk4 rep.)

RieSenie. Nech prvociselny rozklad ¢isla n je n = pi'p5*...p;*, pricom pq, ..., pi
st rozne prvodisla a s; = 1 pre kazdé i. Predpokladajme, Ze stucet vSetkych kladnych
delitelov ¢isla n, ktory mozno vypocitat ako

L+pi+pi+ o)A +p2+ps+ o+ p3?) o (L b pr+pf -+ 1),
je mocninou dvoch. Potom kazdy z ¢initelov
fi=14pi+p;+-+p]
musi byt tiez mocninou dvoch vic¢Sou ako 1 a teda p; aj s; st neparne. Ak s; > 1, tak
fi= A+ p)A+p} +pf+ -+ 0] 7).

.....

(o ktorom predpokladame, Ze je kladné) musi byt tvaru 4k + 2 a preto vieme urobit
dalsi rozklad

fi = (1+Pi)(1+p?)(1 +p?—|—p?+...+pz§i—3)‘
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Obe é&isla 1+ p; a 1+ p? st mocniny dvoch, teda 1+p; | 1+p?, ¢o je v spore s rovnostou
14+p? = (1 +pi)(pi — 1)+ 2 (kedZe zrejme 1 + p; 1 2). Preto pre kazdé i plati s; = 1
a pocet delitelov ¢isla n je rovny 2F.

Poznamka. Uvedené rieSenie mozno ukonéit aj bez pozorovania, ze 1 + p; a 1 +
+ p? nemozu byt stdasne mocniny dvoch. Opakovanim postupnych rozkladov na stcin
dostaneme

fi=4p)(1+p2)(1+p)) ... (1+p7"),

takze s; = 2%T1 —1 pre nejaké t; > 0 a pre kazdé i a teda pocet delitelov ¢isla n je rovny
2k ttittat 4t (7 uvedeného rieSenia akurat navyse vieme, Ze t; = 0 pre kazdé i.)
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