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56. ro¢nik Matematickej olympiady Riesenia tiloh MEMO

I1. Nech a, b, ¢, d su kladné redlne cisla, pricom a + b+ ¢+ d = 4. Dokazte, Ze
a®be + b?cd + Ada + d?ab < 4.
(Svajciarsko)

RieSenie. Nech p, q, r, s st (kladné) ¢isla a, b, ¢, d v takom poradi, Ze p =2 ¢ = r = s.
Potom zrejme plati
pqr Z pqs = prs Z qrs.

Podla nerovnosti usporiadania! teda méame
a-abc+b-bed+c-cda+d-dab < p-pgr+q-pgs+r-prs+s-qrs = (pqg+rs)(pr+qs).

Pre lubovolné redlne ¢isla A, B plati AB < 1(A+ B)? (to dostaneme okamzite apravou
zrejmej nerovnosti 0 < i(A — B)?). Pouzitim tejto nerovnosti najprv pre A = pq + rs,
B = pr + ¢s a neskor pre A =p+ s, B= g+ r postupne dostavame

1

(pg +rs)(pr+qs) = 2(pg +1s +pr +qs)? = }1((LD+S)(Q+7"))2 =

1/1 21
<— — 2 = — 4:
:4<4(p+q+r+s)) 64(a+b—|—c+d) 4.

Tym je zadand nerovnost dokazana.

I12. Mnozina lopticiek obsahuje n lopticiek, ktoré su oznacené cislami 1,2,3,... ,n.
Dangjch je k > 1 takych mnozin. Chceme zafarbit vsetky lopticky dvoma farbami,
ciernou a bielou, a to tak, aby
(i) lopticky oznacené rovnakym cislom mali rovnaki farbu,
(ii) kazdd mnoZina k + 1 lopticiek oznacenych (nie nutne réznymi) cislami
ai,ag,...,ax+1, ktore splriaju podmienku a1 +as+...+ay = ap+1, obsahovala
z kazdej farby aspon jednu lopticku.
V zdvislosti od k ndjdite najvicsie mozné cislo n, pre ktoré existuje takéto zafarbenie.
(Slovinsko)

Riesenie. Uvazujme pevné k a predpokladajme, ze mame vyhovujuce zafarbenie pre
maximalne mozné n. Bez ujmy na vSeobecnosti moézeme predpokladat, ze lopticky
s ¢islom 1 su biele. Rozoberme dva mozné pripady, aké mozu byt lopticky s ¢islom 2.

Pripad 1. Nech lopticky s éislom 2 st ¢ierne. Podla podmienky (i7) musia byt
lopticky s ¢islom 1+ 14 ---+1 = k Cierne a lopticky s ¢islom 242+ --- 42 = 2k biele.
Kedze

(k+1)+1+4--+1=2k
————

(k—1)-krét
YAk sia; 5az2 5 ... 5a, abs 5b25 ... 5 b, dve n-tice redlnych ¢&isel a (z1,z2,...,Tn),
resp. (y1,y2,--- ,Yn) ich Tubovolné permutéacie, tak pre sticet S = x1y1 + x2y2 + - - + Tryy plati

Smin D5 5 Smax, kde Spin = a1bp, +a2by—1+---+ anbn @ Smax = a1b1 +a2b2 + - -+ anb,. Tato
zndma nerovnost (dokdzat sa dd lahko matematickou indukciou) sa nazyva nerovnost usporiadania,
Casto sa pre nu pouziva anglicky nazov rearrangement inequality.
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a lopticky s ¢islami 1 a 2k s biele, lopticky s ¢islom k + 1 musia byt ¢ierne. Z rovnosti

T4 4142k =2+ +2+(k+1)=3k—1
—_—— —_——
(k—1)-krat (k—1)-krat
vyplyva, Ze lopticky s ¢islom 3k — 1 nemdzu byt ani biele (medzi loptickami s ¢islami 1,

2k a 3k — 1 by nebola zastipena ¢ierna farba), ani ¢ierne (medzi loptickami s ¢islami 2,
k+1 a 3k —1 by nebola zastupena biela farba). V tomto pripade teda nutne n < 3k —2.

Pripad 2. Nech lopticky s ¢islom 2 st biele. Z rovnosti

1+1+--+1+1+1=k,
1+1+-+1+1+2=k+1,
141+ +1+2+2=Fk+2,

1424 4+2+4+242=2k—1,
2424 +24+2+42=2k

vyplyva, ze lopticky s ¢islami £,k + 1,...,2k st Cierne. Potom lopticky s cislom k +
+k+ -+ k = k? musia byt biele. Z rovnosti

1+ 414+ =k+(k—1)+ -+ (k-1)+k+1)=k+k-1
N———

(k—1)-krat (k—1)-krét

vyplyva, ze lopticky s ¢islom k? + k — 1 nemdzu byt ani biele (medzi lopti¢kami s ¢islami
1, k? a k?+k—1 by nebola zastiipen4 ¢ierna farba), ani ¢ierne (medzi loptickami s ¢islami
k—1,k+1ak?+k—1 by nebola zastiipend biela farba). V tomto pripade teda nutne
n<kZ+k-2.

Pre kazdé k = 2 plati k2 + k — 2 = 3k — 2 (tto nerovnost mozno upravit na tvar
k(k —2) = 0), takze v oboch pripadoch n < k? + k — 2. Sta¢{ uz len ukézat priklad
vyhovujiceho zafarbenia pre n = k% + k — 2.

Budeme postupovat nasledovne. Lopticky s ¢islami 1,2, ... , k—1 zafarbime bielou,
lopticky s éislami k, k+1, ... , k% —1 &ernou a lopticky s ¢islami k2, k2 +1,... , k2 +k—2
opat bielou farbou. Stcet ¢isel na k ¢iernych loptickach je asponi k + --- + k = k2 >
> k2 —1, takze ¢ierne lopticky pravidlo (ii) neporusia. Ak zoberieme k bielych lopticiek,
ktorych ¢isla st nanajvys k — 1, tak sucet cisel na tychto loptickach bude najviac

k—1)+-+(k-1)=k—k<k®

J/

k-krét
a najmenej 1 4+ --- + 1 = k, teda stacet bude c¢islo nachadzajice sa len na ciernych
loptickach. A ak asponi jedna z k bielych lopticiek bude maf ¢&islo aspon k2, tak stdet
¢isel na loptickach bude aspon
E4l+-+1=k+k—1>n.
———
(k—1)-krét

Ani biele lopticky preto pravidlo (i7) neporusia a uvedené zafarbenie vyhovuje.



13. Nech k je kruznica a ki, ko, k3, k4 st Styri mensie kruznice so stredmi O, Oz, Os,
Oy leZiacimi na k. Prei=1,2,3,4 a ks = k1 sa kruznice k; a ki1 pretinaji v bodoch
A; a B; tak, zZe A; lezi na k. Body O+, A1, Oz, As, O3, As, O4, Ay lezia v tomto poradi
na k a su navzdjom rozne. Dokdzte, Ze By BoBs By je pravouholnik. (Svajciarsko)

Riesenie. Nech O je stred kruznice k a P je priesecnik tetiv O103 a O304. Pre i =
=1,2,3,4a Ay = Ay oznacme «; = |£0;04;| = |[£O;0A;_1|. Zrejme o + a2 + a3 +
+ g = 180° (obr. 1). Z vlastnosti obvodovych a stredovych uhlov mame

a1 + g

a3+ oy

L PO30s]| = %ymloozy _ :

|LPO,Os) = %ygo4oog| _

Z trojuholnika PO203 potom lahko dopocitame |£OyPO3| = 180° — %(ozl + g+ asg +
+ ay) = 90°. Teda tetivy O103 a 0204 st navzajom kolmé.

Ay O4
Obr. 1

Dokézeme, 7e Bi1By || O105. Kedze |O2B1| = |O2Bs|, staci ukazat, ze uhly
0405B1, 0O402Bs maju rovnaka velkost (potom st Bj, By sumerne zdruzené podla
priamky O30y, teda B1Bs L 0204 a B1Bs || O103). Kedze By je obrazom bodu As
v osovej sumernosti podla priamky O203 a uhol O30 A5 je obvodovym uhlom k stre-
dovému uhlu O30 A,, mame (obr. 2)

1 a
‘AOSOZB2| = |AO302A2‘ = 5‘4030142’ = ?3

Preto

aztas a3 oy

2 2 2

Vzhladom na symetrickost zadania mozno rovnakym spésobom ukazaft, ze | {0403 B;| =
= %t Teda naozaj |£040:B1| = [£0402B;| a B1 By || O103. Opét vzhladom na

|£0402Bs| = | £ PO50s| — |£0505B5| =

3



symetrickost vieme rovnako ukézat, ze BoBs || O304, B3By || 0103 a ByB; || O20;,.
Z toho uz priamo vyplyva, ze By By BsB, je pravouholnik.

Obr. 2

14. Urcte vsetky dvojice (x,y) kladngjch celyjch cisel splnajicich rovnost
!+ yl=a2Y.

(Cesk4 rep.)

RieSenie. Predpokladajme, 7e prirodzené &isla x, y spliiaji zadand rovnost. Potom
2y =zl +y! =22 teda x = 2.

Uvazujme najprv pripad x = 2. Z rovnosti 2 + y! = 2Y vyplyva, ze y! je parne,
preto y = 2. Odtial 2+y! = 2Y =0 (mod 4), takze y! = 2 (mod 4). To je zrejme mozné
jedine pre y € {2,3}. Kedze 2! + 2! = 22 a 2! + 3! = 23, dostdvame dve rieSenia (2,2)
a (2,3).

Predpokladajme teraz, ze x = 3. V takom pripade je ¢islo z — 1 delitelom z!, nie je
vSak delitelom z¥, lebo nsd(x,z—1) = 1. Z toho vyplyva, ze x—1 nedeli ani z¥ —z! = y!,
Cize y < x — 2. Mozeme teda pisaf

=al+yl=yl((y+1)-(y+1)-...-z+1).

=k

Cinitel k je o¢ividne nestdelitelny s z (a teda aj s kazdou mocninou z) a zaroven z uve-
denej rovnosti vyplyva, Ze je delitelom ¢isla x¥. Preto nutne & = 1, ¢o je samozrejme
nemozné.

Zadant rovnost spliiaji iba dvojice (2,2) a (2, 3).



T1. Nech a, b, ¢, d su lubovolné redlne ¢isla z uzavretého intervalu <%,2> spliiajice
abcd = 1. Najdite mazimalnu hodnotu vyrazu

) (o4 1) (o4 1) (a42)
(Cesk4 rep.)

Riesenie. Oznac¢me dany vyraz V. S vyuzitim podmienky abcd = 1 dostaneme postup-
nymi apravami

=) o) (D))

~ (ab+1)(bc+1)(cd +1)(da +1) (24 ab+ cd)(2 + ad + bec)

abed B abed
ab+ cd+ ad+ be  a?bd + b2ac + 2bd + d*ac
=4+2- + =
abed abed
2 2 2 2
412 (a+c)(b+d) n bd(a® + c );—;c(b + d?) _
abe

e (ED () 9 ()
:4+2-f(\/g>f<\/g>+f(%)+f(g),

kde f je funkcia uréend predpisom f(z) = x4 1/z. Nerovnost x + 1/x > y + 1/y je pre
kladné x, y ekvivalentnd s nerovnostou

(z —y)(xy — 1)
Ty

a teda uvedend funkcia je na intervale (1,00) rastica a na intervale (0, 1) klesajuca.
Kedze % < a,b,c,d < 2, zrejme platia nerovnosti
1

1 a 1 b
- < —_ < - < —_ <
4 4 2=\/::2’ 22\/;:2' (1)
(

NavySe f(1) = f(4) = if a f(3) = f(2) = 5. Z nerovnosti (1) a s rastticosti, resp.
klesajucosti funkcie f na spominanych intervaloch preto vyplyva

> 0,

4,

A

SRS o
A

B~ =
I7AN
ole
A

5 5 17 17
<442 — + — = 25.
\%4 + 2 B + 1 + 1 5
Pritom rovnost platl prave vtedy, ked a/c,b/d € {4,4} t.j. pre Stvorice (2,2, é, ;)

(2, é, é, 2), ( 2,2, ) (%, %,2,2) ktoré , nastastie“ spliiaju aj podmienku abed = 1.
Odpoved. Maximéalna hodnota uvedeného vyrazu je 25.

Poznamka. Z uvedeného postupu vyplyva, ze minimélna hodnota vyrazu V' je 4 +
+2-f(1)- f(1)+ f(1)+ f(1) = 16 a nadobtida sa pre $tvorice (a, b, ¢, d) spliajtce okrem
podmienky abcd = 1 aj rovnosti a/c = b/d = 1, t.j. pre Stvorice (t,1/t,t,1/t), pricom
L <4 <9
2 = pum— *



T2. Pre lubovolni mnoZinu P piatich bodov v Tovine vo vieobecnej polohe oznacime
a(P) pocet ostrouhlych trojuholnikov s vrcholmi v P (body si vo vseobecnej polohe,
ak st navzdjom rozne a Ziadne tri z nich neleZia na jednej priamke). Uréte najvicsiu
mozni hodnotu a(P). (Svajciarsko)

Riesenie. Kvoli stru¢nosti nazyvajme skaredymsi tie trojuholniky, ktoré nie st ostro-
uhlé (t.j. st pravouhlé alebo tupouhlé). Najskor ukézeme, Ze asponi jeden zo Styroch
trojuholnikov urcenych danymi Styrmi bodmi vo vSeobecnej polohe je skaredy.

Ak st uvedené styri body vrcholmi konvexného stvoruholnika WXYZ, aspon jeden
z jeho vnatornych uhlov mé velkost asponi 90° (lebo stcet Styroch vnutornych uhlov
v Tubovolnom $tvoruholniku je 360°). Ak je to napriklad uhol pri vrchole X, tak
trojuholnik WXY je skaredy (obr. 3a).

Ak uvedené styri body nie st vrcholmi konvexného stvoruholnika, tak jeden z nich
(oznacme ho W) lezi vnutri trojuholnika X YZ tvoreného zvy$nymi tromi bodmi. Potom
niektory z uhlov XWY |, YWZ, ZWX mé velkost asponi 120° (lebo ich sucet je 360°)
a trojuholnik s tymto uhlom je skaredy (obr. 3b).

A A
Y

Obr. 3a Obr. 3b

Uvazujme teraz [ubovolnu piticu bodov A, B, C, D, E. Asporti jeden z trojuholni-
kov uréenych bodmi A, B, C, D je skaredy. Bez ujmy na vSeobecnosti nech je to ABC.
Potom aspon jeden z trojuholnikov urcenych bodmi B, C', D, F je skaredy a trojuholnik
ABC s nim mé spolo¢ny aspon jeden vrchol; bez ujmy na vseobecnosti nech je to
vrchol B. Aspon jeden z trojuholnikov uréenych bodmi A, C', D, F je skaredy a navyse
to nie je ziadny z doteraz objavenych skaredych trojuholnikov (lebo nemé vrchol B).
Teda Tubovolné mnozina P piatich bodov tvori aspon tri $karedé trojuholniky a a(P) <
< 7 (zrejme pit bodov vo vSeobecnej polohe tvori prave 10 trojuholnikov).

A

B




Stac¢i uz len najst? priklad mnoziny P, pre ktorti a(P) = 7. Zoberme v kartezianskej
suradnicovej sustave paticu bodov

A=(3,0), B=(1,3), C=(-1,3), D=(-3,0), E=(0,-1).

Ostré nie sa iba uhly ABC, BCD a DEA. Aby sme dokazali, ze vSetky ostatné su
ostré, staci dokazat ostrost uhlov ABD, BCE, CEA a EAB (obr.4); vSetky ostatné
uhly st bud mensie (lebo st ich ¢asfami), alebo rovnaké (vdaka symetrii). Uhol BCE
je ostry, lebo je vnutornym uhlom pri zakladni v rovnoramennom trojuholniku BCFE.
Pre ostatné tri uhly sta¢i podla kosinusovej vety® dokézat nerovnosti

|AB|* + |BD|* > |AD|?,

ICE*> + |EA]* > |CAJ?,

|EA|? 4+ |AB* > |[EB|?.

Jednoduchym vypoc¢tom dostéavame
|AB|> + |BD|* = (2% +3%) + (4> + 3%) =38 > 36 = 6> = |AD|?,
ICEP? + |EAP? = (4> + 1) + (12 +3%) =27 > 25 = 4> + 3% = |[CAJ%,
|EAP + |AB)? = (12 +3%) + (22 + 3?) =23 > 17T = 4% + 1> = |EB|.

T3. Nech s(T) oznacuje sucet dlzok hrdn $tvorstena T. Uvazujme Stvorsteny s vlast-
nostou, Ze dlzky ich Siestich hrdn si navzdjom rézne kladné celé cisla, pricom jedno je
2 a jedno je 3. Nazvime ich MEMO-stvorstenmi.
a) Najdite vsetky kladné celé ¢isla n, pre ktoré existuje MEMO-Stvorsten T taky,
zZe s(T) = n.
b) Kolko ezistuje navzdjom nezhodnych MEMO-stvorstenov T takych, Ze s(T) =
= 20077
Dva stvorsteny si nezhodné, ak jeden nemoze byt zobrazeny na druhiy pomocou sumer-
nosti podla rovin, posunuti a otocen.
(Nie je potrebné dokdzat, Ze Stvorsteny uvaZované v rieSeni su nedegenerované, t.j. Ze
maji nenulovy objem.) (Rakiisko)

RieSenie. St dva pripady, ako mozu byt v MEMO-§tvorstene umiestnené hrany dizok
2 a 3.

Pripad 1. Nech hrany dlzok 2 a 3 vychadzaji z jedného vrcholu A; oznaéme tieto
hrany postupne AB a AC. Aby boli splnené trojuholnikové nerovnosti v trojuholniku
ABC a sucasne podmienky zo zadania, musi mat hrana BC dizku 4. Oznaéme D Stvrty
vrchol skiimaného MEMO-$tvorstena. Nech hrana AD mé4 (celo¢iselni) dlzku a. Potom
hrana BD moze mat iba dizku a + 1 alebo a — 1 (aby boli splnené trojuholnikové
nerovnosti v trojuholniku ABD). Rozoberme obe moznosti.

Ak |BD| = a+1, musi platit a —3 < |CD| < a+3 (aby boli splnené trojuholnikové
nerovnosti v trojuholniku ADC). Kvoli réznosti dizok vietkych Siestich hran tak mame

2 Pred hladanim je uzitoéné uvedomit si, ako pre dané dva body X, Y vyzera mnozina takych bodov Z,
ze trojuholnik XY 7 je ostrouhly.

3 Alebo podla Pytagorovej vety a jednoduchej tivahy.
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|CD| € {a—2,a—1,a+2} (obr.5a). Lahko overime, Ze pre kazdu z tychto troch hodnot
(pri zrejmej podmienke a = 5) st splnené vSetky trojuholnikové nerovnosti vo vSetkych
Styroch stenédch Stvorstena. Vypocitajme, akd moze byt hodnota s(7T').
> |CD|=a—-2,s(T)=2+3+4+a+(a+1)+ (a—2) = 3a+8, nutna a postacujica
podmienka, aby mali vSetky hrany rozne dizky, je a > 7.
> |CDl=a-1,s(T)=2+3+44+a+(a+1)+(a—1)=3a+9, a=6.
> [CD|=a+2 s(T)=2+3+4+a+(a+1)+(a+2)=3a+12 a>5.

Ak |BD| = a — 1, rovnako musi platit a —3 < |CD| < a + 3 a kvoli roznosti
dlzok vsetkych hran dostavame |CD| € {a —2,a+ 1,a+2} (obr.5b). Opét jednoducho
overime platnost vSetkych trojuholnikovych nerovnosti (pri zrejmej podmienke a = 6)
a vypoc¢itame mozné hodnoty s(7').

> |CDl=a-2,s(T)=2+3+44+a+(a—1)+(a—2)=3a+6,a="T.
> |CD|=a+1,s(T)=2+34+4+a+(a—1)+(a+1)=3a+9,a=6.
> |CDl=a+2,s(T)=2+3+4+a+(a—1)+ (a+2) =3a+ 10, a = 6.

C

|CD| € {a—2,a—1,a+2} |CD| € {a—2,a+1,a+ 2}

B
Obr. ba Obr. 5b

V prvom pripade teda mame Sest réznych typov MEMO-§tvorstenov. Pri prvom
type nadobtuda s(7') hodnoty

{3a+8;a 27} =1{29,32,35,38,...},
pri druhom, treftom, $tvrtom a piatom type hodnoty
{3a+9;a 26} ={3a+12;a 25} ={3a+6;a = 7} = {27,30,33,36,...}
a pri Siestom type hodnoty
{3a+10;a = 6} = {28,31,34,37,...}.

Zjednotenim uvedenych mnozin dostdvame, ze MEMO-§tvorsten T spliiajici s(T) = n
existuje pre kazdé n = 27.

Pripad 2. Nech hrany dlzok 2 a 3 nemaji Ziadny spoloény bod; oznaéme AB
hranu s dizkou 2 a C'D hranu s dlzkou 3. Aby boli splnené trojuholnikové nerovnosti
v trojuholniku ABC, musia sa dlzky hran AC, BC liit o 1 (podla zadania nemozu byt
rovnaké). Bez ujmy na vSeobecnosti nech |AC| = a a |BC| = a+ 1 (oznacenie vrcholov
A, B totiz mozeme , vymenit®).



Aby boli splnené trojuholnikové nerovnosti v trojuholniku ACD, nutne a — 3 <
< |AD| < a + 3 a kvoli roznosti dlzok hran mame

|AD| € {a—2,a—1,a+ 2}.

Podobnym spdsobom (uvazujuc trojuholnik BC' D) dostavame a — 2 < |BD| < a + 4,
£.3.
|BD| € {a—1,a+2,a+ 3}.

Navyse kvoli trojuholnikovej nerovnosti v trojuholniku ABD sa dlzky |AD| a |BD|
musia 1i8it prave o 1. Do uvahy teda prichddzaju iba dve moznosti: bud |[AD| = a — 2
a|BD|=a—1,alebo |[AD|=a+2a |BD|=a+3.
> Ak |[AD|=a—-2a|BD|=a—1,tak s(T)=2+3+a+(a+1)+(a—2)+ (a —
— 1) = 4a + 3, pricom kvoli réznosti hran nutne a = 6.
> Ak |[AD|=a+2a|BD|=a+3,tak s(T)=2+3+a+(a+1)+(a+2)+ (a+

+ 3) = 4a + 11, pricom a = 4.

Lahko skontrolujeme, Ze pri oboch moznostiach st splnené vSetky trojuholnikové
nerovnosti. V skutocnosti st stvorsteny, ktoré dostaneme pri prvej moznosti, zhodné
so Stvorstenmi z druhej moznosti (sta¢i vymenit oznacenie vrcholov C, D a ,posunat*
hodnotu a o 2). V druhom pripade preto mame iba jeden typ Stvorstenov: |AB| = 2,
|CD| =3, |AC| =a, |BC|=a+1, |AD| =a+2a|BD|=a+3, pricom a = 4 (obr. 6).
Hodnota s(T') je v tomto pripade prvkom mnoziny

{4a +11;a = 4} = {27,31,35,39,...}.

D

B a+1 C
Obr. 6

Na zéklade predoslej analyzy jednoducho vyriesime obe Casti tlohy.

a) KedZe v druhom pripade sme neziskali ziadne nové hodnoty pre s(T'), plati
odpoved ziskana v prvom pripade: MEMO-$tvorsten T spliiajici s(T) = n existuje
prave vtedy, ked n = 27.

b) Cislo 2007 vieme zapisat v tvaroch
2007 =3-666+9 =3-665+12=3-667+6 =4 499 + 11.

MEMO-stvorsten T splitajici s(T") = 2007 teda vieme vytvorit podla druhého, tretieho,
stvrtého a piateho typu v prvom pripade aj podla jediného typu v druhom pripade.
Spolu je to 5 réznych MEMO-$tvorstenov (z uvedenej analyzy je zrejmé, Ze st navzajom
nezhodné, o om sa mozno lahko presvedcit aj vypisanim ich konkrétnych dizok hran).



T4. Urcte vsetky kladné celé cisla k s nasledujicou vlastnostou: existuje celé c¢islo a
také, Ze (a+ k) — a® je ndsobkom ¢&isla 2007. (Rakiisko)

Riesenie. Cislo (a + k)? — a® je nasobkom ¢&isla 2007 = 9 - 223 prave vtedy, ked je
nasobkom 9 aj nasobkom 223. Kedze

(a+k)® — a® = 3(a®k + ak®) + K>,

nutnou podmienkou na to, aby uvedené ¢islo bolo ndsobkom deviatich (a teda aj troch)
je, aby k2 bolo delitelné tromi. To plati len pre k, ktoré st sami nasobkom troch. Preto
kazdé hladané k mozno zapisat v tvare k = 3m pre nejaké prirodzené ¢islo m. Naopak,

ak k = 3m, tak
(a+k)® —a® = (a4 3m)® — a® = 9(a®m + 3am? + 3m?),
¢ize uvedené ¢islo je delitelné deviatimi.
Takze nasou tlohou je uréit prirodzené ¢isla m, pre ktoré existuje celé ¢islo a také,

ze ¢islo (a+3m)3 —a® je nasobkom 223. Uvedenti podmienku spliia kazdé prirodzené m.
Staci polozit napriklad a = 38m. Potom

(a+3m)* —a® = (41m)> — (38m)> = 14049m> = 9 - 7- 223m>.

Odpoved. Zadant vlastnost maju vSetky prirodzené ¢isla k, ktoré st ndsobkom
troch.

Pozndmka. K hodnote a = 38m sa da dopracovat skiSanim. Existuje vSak aj iné
moznost. Ulohu totiz moZzno ekvivalentne preformulovat v reci kongruencii: Uréte tie
zvyskové triedy m, ku ktorym existuje zvyskova trieda a taka, ze

(a+3m)> =a® (mod 223). (1)

Ak dant podmienku spliia nejaky zvysok m, spliia ju aj kazdy jeho nasobok mt,
lebo vynasobenim kongruencie (1) zvyskom 3 dostaneme

(at +3mt)® = (at)® (mod 223).

Kedze 223 je prvocislo, staci najst jeden nenulovy zvysok m, ktory splia (1) pre nejaky
zvy$ok a. Kazdy iny zvySok sa d4 napisat ako jeho vhodny nasobok*. Staéi teda tilohu
vyriesit napr. pre hodnotu m = 1, t.j. najst také a, ze

(a+3)*=a®> (mod 223). (2)

Predpokladajme, e zvysok a spliia (2). Potom a # 0 a teda 3 = ra (mod 223) pre
vhodné r. Po vydeleni kongruencie (2) zvyskom a® (zrejme nsd(a®,223) = 1) dostaneme

(14+7)*=1 (mod 223). (3)

Zvysok r spliiajici (3) uz najdeme lahko. Podla malej Fermatovej vety totiz 2222 =

(mod 223) pre kazdy nenulovy zvysok z. Zaroven 2222 = (2™)3. Preto zvolime r =
= 2™ —1 (mod 223). Nenulové r tak dostaneme napr. pre z = 3, ale aj pre mnohé iné
hodnoty®. Konkrétne r = 3™ — 1 = 182 (mod 223) a odtial @ = 38 (mod 223) (lebo
18238 = 3 (mod 223)).

4 Inak povedané, pre nenulovy zvySok m obsahuje mnozina {m,2m,...,222m} vsetky nenulové
zvysky modulo 223.

5 Treba zobrat také z, Ze mnozina {1,z,22,... 2222} obsahuje vietky nenulové zvysky, t.j. kazdy
nenulovy zvy$ok préve raz. Tym je zabezpedené 27* # 1 (mod 223). Také z vzdy existuje, ¢o je
znamy, i ked nie trividlny fakt z tedrie Cisel.
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