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62. ro¢nik Matematickej olympiady Zadania tloh MEMO

(Sutaz sa konala 22.—28. 8. 2013.)
Sataz jednotlivcov:

I-1. Nech a, b a ¢ st kladné realne cisla, pre ktoré plati

1 1

1
a+b—|—c:¥+b—2—|—c—2.

Dokazte, ze

2@+b+c) 2 V7a2b+ 1+ V2 + 1+ V7c%a + 1.

Najdite vSetky trojice (a, b, c), pre ktoré nastava rovnost. (Slovensko, Patrik Bak)

I-2. Nech n je kladné celé ¢islo. Na sachovnici pozostavajucej z 4n x 4n policok je
rozmiestnenych 4n zeténov. Kazdy riadok a kazdy stipec obsahuje prave jeden Zetén.
Pri tahu je Zeton presunuty na stranou susediace policko. Na polickach méze byt aj
viac ako jeden zetén. Cielom je presunit Zzetény tak, Ze nakoniec budii umiestnené na
vSetkych polickach jednej z dvoch diagonél Sachovnice. Urcte najmensie k(n) také, ze
pre lubovolné pociato¢né rozloZzenie Zeténov vieme dosiahnut vysledné rozloZenie na
najviac k(n) tahov. (Nemecko, Bernd Mulansky)

I-3. Je dany rovnoramenny trojuholnik ABC taky, ze | AC| = |BC|. Nech N je vnitorny
bod trojuholnika ABC, pre ktory plati

2|£{ANB| = 180° + |£ACB|.
Nech D je priese¢nikom priamky BN a priamky rovnobeznej s AN prechadzajtcej
bodom C. Ozna¢me P priesecnik osi uhlov CAN a ABN. Dokazte, ze priamky DP
a AN st na seba kolmé. (Chorvatsko, Matija Basi¢)

I-4. Nech a a b st kladné celé ¢isla. Dokazte, ze existuju kladné celé cisla x a y také, ze

(w—;y) = ax + by.

(Madarsko, Bélint Hujter)
Sataz druzstiev:
T-1. Najdite vSetky funkcie f: R — R také, ze pre vsetky x,y € R plati
flaf@) +2y) = f@") + fy) +a+y -1

(Slovensko, Patrik Bak)



T-2. Nech z,y,z,w € R\ {0} st také, zZe x + y # 0, 2z + w # 0 a xy + zw = 0. Ukazte
platnost nerovnosti
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(Svajciarsko, Raphael Steiner)

T-3. Na jednej strane ulice sa nachddza n = 2 domov. Zo zédpadu na vychod st oznacené
¢islami od 1 po n. Cislo kazdého domu je napisané na cedulke. Jedného diia sa obyvatelia
ulice rozhodli vystrelit si z postara a pomiesali cedulky s ¢islami domov nasledujicim
sposobom: kazdej dvojici susednych domov vymenili pocas dia cedulky s ich aktudlnym
¢islom préave raz. Kolko roznych usporiadani ceduliek s ¢islami moze na konci dna
nastat? (Madarsko, Bélint Hujter)

T-4. Uvazujme konec¢ne vela bodov v rovine takych, Ze ziadne tri nelezia na jednej
priamke. Kazdy z tychto bodov ofarbime cervenou alebo zelenou farbou tak, ze vo
vnutri trojuholnika s vrcholmi jednej farby sa nachadza aspon jeden bod ofarbeny
druhou farbou. Aky je maximéalny pocet bodov s touto vlastnostou?

(Madarsko, Balint Hujter)

T-5. Je dany ostrouhly trojuholnik ABC'. Skonstruujte trojuholnik PQR, pre ktory

plati |AB| = 2|PQ|, |BC| = 2|QR|, |CA|] = 2|RP| a priamky PQ, QR a RP

prechéddzaja postupne bodmi A, B a C. (Body A, B, C, P, Q a R st rozne.)
(Rakuisko, Gerd Baron)

T-6. Nech K je bod vnutri ostrouhlého trojuholnika ABC' taky, ze BC' je spolo¢nou
dotyc¢nicou kruznic opisanych trojuholnikom AKB a AKC. Nech D je priesecnik
priamok CK a AB a bod F je priesecnik priamok BK a AC. Ozna¢me F' priesec¢nik
priamky BC' a osi usecky DFE. Kruznica opisana trojuholniku ABC' a kruZnica k so
stredom F' a polomerom F'D sa pretinaju v bodoch P a (). Dokazte, ze tisecka P(Q) je
priemerom kruznice k. (Slovensko, Patrik Bak)

T-7. Do tabulky pozostavajicej z 2013 x 2013 poli¢ok st po riadkoch napisané ¢isla od
1 do 20132. Vsetky stlpce a vietky riadky obsahujiice aspoii jednu z druhjch mocnin
1,4, 9, ..., 20132 naraz odstranime. Kolko poli¢ok tabulky ostane?

(Rakusko, Gerd Baron)

T-8. Na tabuli je napisany vyraz
+0+0+0+04+0+0.

Hraci A a B sa striedaju pri nahradzani symbolov [ kladnymi celymi ¢islami. Hrac A
zac¢ina. Ked st vSetky symboly [J nahradené, hra¢ A nahradi kazdy znak + znamienkom
+ alebo —, nezavisle na ostatnych nahradeniach znakov 4. Hra¢ A vyhra, ak hodnota
vyrazu na tabuli nie je delitelna Ziadnym z ¢isel 11, 12, ..., 18. Inak vyhra hra¢ B.
Uréte, ktory z hra¢ov mé vitazna stratégiu. (Ceska republika, Michal Rolinek)



