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MATEMATICKA OLYMPIADA
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63. rocnik, skolsky rok 2013/2014

Domace kolo

Kategérie A, B, C — zadania dloh
M0

Slovenské komisia Matematickej olympiddy véas pozyva zicastnit sa 63. roénika Matematickej
olympiady — sutaze pre Ziakov strednych $kol v nasej republike.

Mili ziaci strednych skol,

Kategoria A je urcend ziakom maturitnych a predmaturitnych ro¢nikov.

Kategéria B ziakom, ktorym zostavaju do maturity viac ako 2 roky.

Kategoria C ziakom, ktorym zostavaju do maturity viac ako 3 roky.

Pre ziakov prvych, pripravnych ro¢nikov bilingvalnych gymnéazii (s pétroénym studiom) je
urcena kategéria Z9.

Organizacia sutaze v kategériach A, B, C:

V domacom kole na vas ¢akd 6 tloh, ktoré najdete v tomto letaku. Ich rieSenia (nie nutne
vSetkych tloh) odovzdajte svojmu ucitelovi matematiky do 2. decembra 2013 (kategdria A)
a do 13. januara 2014 (kategérie B a C). Ten ich opravi, ohodnoti podla stupnice 1 — vy-
borne, 2 — dobre, 3 — nevyhovuje. Potom ich s vami rozoberie, vysvetli vam pripadné nedostatky
a oboznami vas so spravnym rieSenim. Ak budd vase rieSenia aspon styroch tloh ohodnotené
ako vyborné alebo dobré, budete pozvani do Skolského kola. Tam budete v stanovenom case
samostatne riesit dalsie tri tlohy. Opravené riesenia skolského aj domaceho kola tspesnych rie-
sitelov Skolského kola potom vas ucitel matematiky posle na prislusni krajska komisiu MO. T4
na zaklade vysledkov pozve najlepsich tcastnikov skolského kola do krajského kola, v ktorom
budi v priebehu $tyroch hodin samostatne riesit Styri tlohy. O poradi v krajskych kolach roz-
hoduje stcet bodov ziskanych za jednotlivé tlohy. Napriklad ak prave 5 ziakov dosiahne viac
bodov ako ziak X a préave traja ziaci (vratane X) dosiahnu rovnako vela bodov ako X, tak
ziakovi X patri v poradi 6.—8. miesto, pripadne skratene len 6. miesto. Analogickym postupom
ur¢ujeme umiestnenie vSetkych ziakov. Ziadne iné kritéria nie st pripustné.

V kategérii A budu este najlepsi riesitelia krajského kola z celej republiky stutazif v celoStat-
nom kole, kde budu dva dni (po 4,5 hodinach) riesit dve trojice tloh. Z tspesnych riesitelov
celostatneho kola sa (na vyberovom sustredeni) vybera druzstvo Slovenskej republiky na Me-
dzinarodni matematicki olympiadu (ktora bude v juli 2014 v Juznej Afrike), na medzistatne
stretnutie s Ceskou republikou a Polskom (bude v jtni 2014 v Polsku) a na Stredoeurépsku
matematick olympiddu (bude v septembri 2014 v Nemecku).

Pre najlepsich riesitelov MO kategérie C sa v maji 2014 uskutoc¢ni Cesko-polsko-slovenské
stretnutie juniorov. Vyber slovenského druzstva prebehne nasledovne: RieSenia najlepsich rie-



sitelov krajského kola kategérie C budi centralne zozbierané a jednotne ohodnotené. Podla
poradia po tomto ohodnoteni budi osloveni prvi Siesti s ponukou tcasti na sutazi (v pripade
rovnosti bodov sa ako doplitujtce kritérium méze brat do uvahy tucast vo vyssej kategérii MO,
ucast v korespondenénom semindri, ¢i ucast v Z9 v predoslom sk. roku).

Terminy 63. ro¢nika Matematickej olympiady:

skolské kolo krajské kolo celostatne kolo
Kategdria A 10.12.2013 14.01.2014 23.-26.03.2014
Kategdrie B, C 23.01.2014 08.04.2014 —

Matematicki olympiadu vyhlasuje Ministerstvo skolstva, vedy, vyskumu a $portu SR v spolu-
praci s Jednotou slovenskiych matematikov a fyzikov a Slovenskou komisiou Matematickej olym-
piady. Stutaz riadi Slovenskd komisia MO a v krajoch ju riadia krajské komisie MO. Na jednot-
livych gkoldch ju zaistuji ucitelia matematiky. Vy sa obracajte na svojho ucitela matematiky.
Celostatne kolo MO, tla¢ materidlov MO a ich distribtciu po organizacnej stranke zabezpecuje
IUVENTA v tesnej st¢innosti so Slovenskou komisiou Matematickej olympiady.

RieSenia stfaZnych tloh vypracujte &itatelne na listy formatu A4. Kazda tlohu
zaCnite na novom liste a uvedte vlavo hore zahlavie podla vzoru:

Emil Kruh

I.C, Gymnazium L. Eulera, Okrihle nam.5, 94001 Nové Zamky

Kraj Nitra

2013/2014

c-I-3

Posledny idaj je oznacenie tlohy podla tohto letdka. Zadania tloh nemusite opisovat. Ak sa

vam rieSenie nezmesti na jeden list, uvedte na dalsich listoch vlavo hore svoje meno a ozna-
Cenie ulohy a strany oc¢islujte. RieSenie piste ako vyklad, v ktorom st uvedené vsetky
podstatné tivahy tak, aby bolo moZné sledovat vas myslienkovy postup.

Vela radosti z tspesného riesenia tloh vam vSetkym praje
Mgr. Peter Novotny, PhD.
predseda Slovenskej komisie MO

Informdacie o MO a archiv zadani a riesent uloh ndjdete na internetovych strankach:
http://www.olympiady.sk http://skmo.sk http://matematika.okamzite.eu
http://fpedas.uniza.sk/ novotny/M0.htm http://www.imo-official.org

(KMS) organizovany zdruzenim Trojsten. Tato stfaz je velmi efektivnou formou
pripravy na MO a tiez zdokonalovania sa v matematickom mysleni ako takom.
K tomu prispievaji aj zavere¢né sustredenia pre najlepSich riesitelov. Pre riesitelov
MO kategorii B a C je v KMS urcena kategoéria ALFA. Pre lepsich a skiisenejsich z kategdrie B
a pre kategériu A je kategéria BETA. Pre tych, ktori maju ambicie uspiet na celo§tatnom kole
MO kategérie A, je urceny koresponden¢ny seminar ¢KS, ktory organizuje KMS v spolupraci
s Matematickym koresponden¢nym seminarom v Prahe. Viac informéacii o KMS a o ¢:KS néjdete
na http://kms.sk a http://iksko.org.
Na dalsiu spolupracu sa teSia

B Radi by sme upozornili u¢itelov a Ziakov na KoreSpondenény matematicky seminar

Bce. Jozef Jakubik, Filip Sladek
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MATEMATICKA OLYMPIADA

63
Ve 63.rotnik Skolsky rok 2013 /2014 Doméce kolo
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KATEGORIA A

A-1-1
Cislo n je sti¢inom troch (nie nutne roznych) prvocisel. Ked zviicsime kazdé z nich o 1, zvicsi
sa ich sucin o 963. Urcte povodné ¢islo n. (Pavel Novotny)
A-1-2

Pre Iubovolné kladné reélne ¢isla x, y, 2 dokdzte nerovnost

1 1 1
(m+y+z)<——|——+—)§m2, priéomm:min( +y—|——y+ + - )
Ty =z y z 'z vy

Zistite tiez, kedy v dokdzanej nerovnosti nastane rovnost. (Jaroslav Svréek, Jaromir Simsa)

A-1-3

Ozna¢me [ stred kruznice vpisanej do daného trojuholnika ABC. Predpokladajme, Ze kolmica
na priamku C'I vedend bodom I pretina priamku AB v bode M. Dokazte, Ze kruznica opisana
trojuholniku ABC pretina tsecku C'M v jej vnutornom bode N a ze priamky NI a MC' su
navzajom kolmé. (Peter Novotny)

A-1-4

Oznac¢me [(n) najvicsieho neparneho delitela ¢isla n. Uréte hodnotu suctu
I(1) 4+ 1(2) +1(3) + - - +1(22°13).
(Michal Rolinek)
A-1-5

Kolkymi réznymi sposobmi mozno vydlazdit plochu 3 x 10 dlazdicami 2 x 1, ak je dovolené klast
ich v oboch navzéjom kolmych smeroch? (Stanislava Sojakova)

A-1-6
V rovine daného trojuholnika ABC' urcte vsetky body, ktorych obrazy v osovych simernostiach
podla priamok AB, BC, C' A tvoria vrcholy rovnostranného trojuholnika. (Pavel Calabek)
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KATEGORIA B

B-1-1

Kazdému vrcholu pravidelného 63-uholnika priradime jedno z ¢isel 1 alebo —1. Ku kazdej jeho
strane pripiSeme sucin c¢isel v jej vrcholoch a vsetky cisla pri jednotlivych stranach scitame.
Najdite najmensiu moznt nezadporni hodnotu takého suctu. (Pavel Calabek)

B-1-2
Uréte vSetky dvojice (z,y) redlnych éisel, pre ktoré plati nerovnost

@ri(z+y)2(G+L)

T Yy o

(Jaroslav Svréek)

B-1-3

Nech D je Iubovolny vnutorny bod strany AB trojuholnika ABC'. Na polpriamkach BC' a AC
zvolme postupne body F a F tak, aby platilo |BD| = |BE| a |AD| = |AF|. Dokazte, ze body C,
E, F astred I kruznice vpisanej trojuholniku ABC leZia na jednej kruznici. (Jaroslav Svréek)

B-1-4

Dana napisala na papier trojciferné ¢islo, ktoré po deleni siedmimi dava zvysok 2. Prehodenim
prvych dvoch cifier vzniklo trojciferné ¢islo, ktoré po deleni siedmimi déva zvysok 3. Cislo, ktoré
vznikne prehodenim poslednych dvoch cifier pévodného ¢isla, dava po deleni siedmimi zvysok 5.
Aky zvySok po deleni siedmimi bude mat ¢islo, ktoré vznikne prehodenim prvej a poslednej cifry
Daninho ¢isla? (Pavel Novotny)

B-1-5

V rovine st dané body A, T', U tak, ze uhol ATU je tupy. Zostrojte trojuholnik ABC', v ktorom
T, U st postupne body dotyku strany BC' s kruznicou trojuholniku vpisanou a pripisanou.
(Pripisanou kruznicou tu rozumieme kruznicu, ktora sa okrem strany BC' dotyka aj polpriamok

opa¢nych k polpriamkam BA a C'A.) (Sérka Gergelitsova)
B-1-6

Najdite najmensie redlne ¢islo r také, Ze ty¢ s dlzkou 1 mozno rozlamaf na Styri asti dizky
nanajvys r tak, ze sa zo ziadnych troch tychto ¢asti ned4 zlozit trojuholnik. (Jan Mazak)
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KATEGORIA C
C-1-1

Uréte, akii najmensiu hodnotu moéze nadobudat vyraz V = (a — b)? + (b — ¢)® + (c — a)?, ak
redlne &sla a, b, ¢ spliiaji dvojicu podmienok

a +3b+c=6,
—a+b—c=2.

(Jaroslav Svréek)
C-1-2

V rovine st dané body A, P, T neleziace na jednej priamke. Zostrojte trojuholnik ABC' tak,
aby P bola péta jeho vysky z vrcholu A a T' bod dotyku strany AB s kruznicou jemu vpisanou.

Uvedte diskusiu o pocte rieseni vzhladom na polohu danych bodov. (Pavel Leischner)
cC-1-3
Cislo n je suéinom troch réznych prvocisel. Ak zvic§ime dve mensie z nich o 1 a najvicsie
ponechdme nezmenené, zvacsi sa ich sacin o 915. Urcte ¢islo n. (Pavel Novotny )
C-1-4

Vo stvorci ABCD ozna¢me K stred strany AB a L stred strany AD. Usetky KD a LC sa
pretinaju v bode M a rozdeluju Stvorec na dva trojuholniky a dva Stvoruholniky. Vypocitajte
ich obsahy, ak tisecka LM mé dlzku 1cm. (Leo Bocek)

C-1-5
Dokéazte, ze pre kazdé neparne prirodzené ¢&islo n je sucet n* + 2n2 4+ 2013 delitelny ¢islom 96.
(Jaromir Simsa)

C-1-6

Sachového turnaja sa zicastnilo 8 hracov a kazdy s kazdym odohral jednu partiu. Za vitazstvo
ziskal hra¢ 1 bod, za remizu pol bodu, za prehru ziadny bod. Na konci turnaja mali vSetci
Ucastnici rézne pocty bodov. Hrac¢, ktory skoncil na 2. mieste, ziskal rovnaky pocet bodov ako

posledni styria dokopy. Urcte vysledok partie medzi 4. a 6. hrac¢om v celkovom poradi.
(Vojtech Balint)
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