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63. ro¢nik Matematickej olympiady
2013/2014 Riesenia tloh skolského kola kategorie A

1. DokdZzte, Ze pre kazdé celé ¢islo n = 3 je 2n-ciferné cislo s dekadickym zdpisom

1...128...896
S~ N~

n—1 n—2

druhou mocninou niektorého celého ¢isla. (Vojtech Balint)

Riesenie. Zadané ¢islo méa vyjadrenie

(10"~ +10°" 2+ ... +10"") + 210"+ 8- (10" " + 10" >+ ... +10%) + 96 =

107171 -1 10”72 —1
:10”+1.—+2-10”+8-102-T+96=
102 — 10" 4+ 18- 10" + 800 - 10”2 — 800 + 9- 96
prm— 9 -
10?7 4+16-10" + 64 <1O”+8>2
== 9 - 3 *

Ziskali sme druhti mocninu celého ¢isla, pretoze ¢islo 10™ + 8 je delitelné tromi — mé
totiz ciferny stcet rovny 9. (Namiesto toho mozno tiez konstatovat, Ze keby zlomok
10™ + 8

nebol celym cislom, nebola by celym cislom ani jeho druhd mocnina, a to by
bol spor.)

Iné riesenie. Ak objavime experimentovanim niekolko prvych rovnosti (neuskodi
uvedomit si, ze vzorec funguje aj pre n = 2)

1296 = 362, 112896 = 3362, 11128896 = 33362, ...,
napadne nds urcite hypotéza, ze pre kazdé n = 2 bude platit

1...128...896 =33...36°.
N—— N~ N——

n—1 n—2 n—1

Jej dokaz urobime pouzitim algoritmu pisomného nasobenia:

333...3336
x333...3336
2000...0016

10000...008
100000...08
1000000...8
1...000008
10...00008
100...0008

111...112888...8896



Obe rovnaké nasobené ¢isla s n-ciferné, v kazdom z n riadkov medzi oddelujicimi
linkami je (n 4 1)-ciferné ¢islo. Z toho lahko urc¢ime, ako stoja pod sebou cifry tychto
nasledne sc¢itanych ¢isel, a teda aj pocty rovnakych cifier vo vysledku.

Za plné riesenie dajte 6 bodov. Pri druhom postupe dajte 2 body za urcenie zdkladu 33...36 druhej
mocniny a 4 body za schému jej pisomného vypoctu so vSeobecnym n. Ak riesitel tieto vypocty pisomne
urobi aspon pre n = 3 a potom spomenie analégiu bez podrobnejsieho opisu, dajte celkom 5 bodov.
Ak chybaju pisomné vypoclty a riesitel sa namiesto nich odvold na (zakdzani) kalkulacku, neudelujte
ziadny bod.

2. Oznaéme M stred strany AB lubovolného trojuholnika ABC'. Dokdzte, Ze rovnost
|LABC| + |£LACM| = 90° plati prave vtedy, ked je trojuholnik ABC rovnoramenny so
zakladnou AB alebo pravouhly s preponou AB. (Pavel Novotny)
RieSenie. V prvej ¢asti rieSenia budeme predpokladat, ze |[{ ABC| + |[£ ACM| = 90°.
Pri oznaceni ¢ = |{ACM]| a ¢ = |[{BCM]| (obr.1) je potom splnend nielen rovnost
|LABC| = 90° — ¢, ale aj rovnost |[{BAC| = 90° — 1, ako vyplyva zo suc¢tu uhlov
v trojuholniku ABC:

|{BAC| = 180° — |{ABC| — |{ACB| =
= 180° — (90° — ) — (¢ + ) = 90° — .

Obr. 1

Zo sinusovej vety pre trojuholniky ACM a BCM tak vyplyva

sin(90° —¢)  |[CM| |CM|  sin(90° — ¢)
sin ¢ - |AM|  |BM| singy

Z porovnania krajnych zlomkov vzhladom na vzorec sin(90° — w) = cosw vyplyva
rovnost sin ¢ cos ¢ = sin cos 1), Cize sin2¢ = sin 2¢. Kedze uhly ¢ a 1) st ostré, oba
uhly 2¢ a 29 lezia v intervale od 0° po 180°. Podla znamych vlastnosti funkcie sinus
rovnost sin 2 = sin 2¢ tak znamené, ze bud 2 = 2, alebo 2¢ + 21 = 180°. V prvom
pripade (¢ = ) je trojuholnik A BC' rovnoramenny so zakladiiou AB, v druhom pripade
(p+1 = 90°) je pravouhly s preponou AB. Tym je dokdzané prva (nérocnejsia) z dvoch
implikacii, z ktorych je zlozena ekvivalencia zo zadania tlohy.

Pri dékaze druhej (jednoduchsej) implikacie najskor predpokladajme, Ze trojuhol-
nik ABC je pravouhly s preponou AB. Podla Talesovej vety vtedy plati |[M B| = |MC/|,
a tak st zhodné uhly MCB a M BC (¢ize ABC), odkial uz vyplyva

|{ABC| + |{ACM| = |4MCB| + |{ACM| = |£ACB| = 90°.
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Ostéva dokéazat rovnaku rovnost aj za predpokladu, Ze trojuholnik ABC' je rovnora-
menny so zakladiiou AB. Vtedy vSak si trojuholniky ACM a BCM zhodné a maju
pri vrchole M pravy uhol, takze plati

|{ABC| + |£ACM| = |{MBC| + |{BCM| = 180° — |{ BMC| = 90°.

Tym je aj dokaz druhej implikacie ukonceny a cela tiloha je vyriesena.

Iné rieSenie. Zostrojme kruznicu k£ opisani danému trojuholniku ABC a jeho taz-
nicu CM predlzme za bod M na tetivu CC’ kruznice k (obr.2). Zo zhodnosti obvodo-
vého uhla ABC’ s obvodovym uhlom ACC’ (¢ize uhlom AC'M) vyplyva, ze sti¢et uhlov
ABC a ACM zo zadania tlohy ma rovnaku velkost ako uhol C'BC’. Podla Télesovej
vety je tato velkost rovna 90° prave vtedy, ked tetiva C'C’ kruznice k je jej priemerom.
To nastane prave vtedy, ked stred S kruznice k bude lezat na polpriamke C M. Pre taku
situdciu rozlisime pripady S = M a S # M. Prvy pripad podla Télesovej vety nastane
prave vtedy, ked bude trojuholnik ABC pravouhly s preponou AB. Druhy pripad (C,
M a S st tri rozne body leziace na jednej priamke) nastane prave vtedy, ked bude
priamka M S, ktord je osou usecky AB, prechdadzat bodom C, teda prave vtedy, ked
bude trojuholnik ABC rovnoramenny so zakladiiou AB (a pritom uhol AC' B nebude
pravy). Tym je dokdzand celd ekvivalencia zo zadania tlohy.

C’ C’
Obr. 2 Obr. 3

Pozndmka. V predchadzajicom postupe bolo mozné namiesto tetivy CC’ kruznice k
vyuzit jej doty¢nicu ¢ v bode C' (obr. 3). Zo zhodnosti obvodového uhla ABC' s vyzna-
cenym tsekovym uhlom medzi tetivou AC' a dotyc¢nicou t totiz vyplyva, ze stucet uhlov
ABC a ACM je rovny 90° prave vtedy, ked je doty¢nica t kolmé na polpriamku C M,
teda prave vtedy, ked na tejto polpriamke lezi stred S kruznice k.

Za tUplné riesenie dajte 6 bodov, z toho 5 bodov za prvi (ndrocnejsiu) implikiciu a 1 bod za oba
pripady druhej (jednoduchsej) implikécie.



3. Dlzky strdn pravouholnika st celé ¢isla x ay vicsie ako 1. V pravouholniku vyznacime
rozdelenie na x -y jednotkovych Stvorcov a potom z meho zvinutim a zlepenim dvoch
protilahlych strdn zhotovime pldst rotacného valca. KaZdé dva vrcholy jednotkovych
Stvorcov na pldsti spojime useckou. Kolko z tijchto useciek prechddza vnitornymi bodmi
tohto valca? V pripade x > y rozhodnite, kedy bude tento pocet vicsi — ked bude obvod
podstavy valca rovny x, alebo y? (Vojtech Balint)

RieSenie. Hladany pocet tseciek, ktoré prechadzaju vnutornymi bodmi valca, uréime
tak, ze od celkového poctu zostrojenych useciek odcitame jednak pocet tych tseciek,
ktoré lezia na plasti valca, jednak pocet tych tuseciek, ktoré lezia v niektorej z oboch
podstav valca.

Vypocet urobime pre pripad valca s obvodom podstavy x a vyskou y. Spajané
body su teda na valci rozlozené na x tseckach po y + 1 exemplaroch, takze ich pocet
je (y + 1). Pre pocet Py vSetkych zostrojenych tseéiek preto plati vzorec

x(y+1) z(y+1)(zy+x—1)
PO:( p ): 2 ’

pocet P; useciek leziacich na plasti ma vyjadrenie

+1 z(y+1
Plzx‘(y2 ): (y2 )y

a napokon pocet P» tseciek v oboch podstavach je dany vzorcom
x
Py, =2 (2) =z(x —1).

Z toho uz pre hladany pocet P tuseciek, ktoré prechadzaji vnitornymi bodmi valca,
dostaneme vzorec

zy+ D(xzy+x—-1) =z(y+ 1)y

P:P()—Pl—PQ: 5 — 5 —;13(33—1):
r(x—1)(y* +2y — 1)
= 5 _

Pre zodpovedajuci pocet @) tseciek, ktoré prechadzaji vnitornymi bodmi druhého
valca s obvodom podstavy y a vyskou x, zrejme plati analogicky vzorec
(y —1)(z* 4+ 22 — 1)

_ Y
Q= 5 :

Pre porovnanie oboch poctov P a ) upravime ich rozdiel P — @ (s vedomim, Ze
ten bude nasobkom dvojclena = — y, pretoze pre x = y zrejme plati P = Q):

20P-Q)=(2*—2)(y* +2y —1) — (* —y)(2* +22 - 1) =
= (2%y? — xy® + 22%y — 20y — 2® 4 1) —
— (2% — 2Py + 20y” — 20y —y° +y) =
=3wy(z—y)—(@—-y)l@+y) + (@ -y =
=(x—-—y)Bry—z—y+1).
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.....

je kladny: z y = 2 méme 3zy = 62, a preto

3zy—x—y+125x—y+1>4x+1>0.

Pozndmka. Opisme kratsi sposob urcéenia hladaného poctu tseciek, a to opif pre valec
s obvodom podstavy x a vyskou y.

Kolmym priemetom kazdej zapocitanej tisecky do podstavy je jedna z %m(m - 1)
useciek, ktoré spajaju x bodov na hranic¢nej kruznici. Do jednej z tychto tseciek sa
vzdy premietne (y + 1)? — 2 = 3% + 2y — 1 zapocitanych tseciek, pretoze y + 1 je pocet
spajanych bodov s rovnakym priemetom a od st¢inu (y+1)(y + 1) treba od¢éitat ¢islo 2
za dve spojnice leziace v podstavach. Hladany pocet P je teda rovny

z(z—1)(y* +2y — 1)

P = .
2

Za uplné riesenie dajte 6 bodov, z toho 4 body za urcenie poc¢tu useciek s bodmi vnutri valca a dalsie

.....

takto: po 1 bode za urcenie ¢isel Py, P1, P> a 1 bod za spravne vysledné dopocitanie P.

Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov.

Ucitelia posli opravené rieSenia skolskych kol predsedom KK MO alebo nimi poverenej
osobe tak, aby zasielka bola doruc¢ena pred Vianocami. Odporuca sa odoslat ich najne-
skor 16. decembra 1. triedou.
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