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63. ro¢nik Matematickej olympiady
2013/2014 Riesenia tiloh domaceho kola kategorie A

1. Cislo n je sucinom troch (nie nutne roznych) prvocisel. Ked zvicsime kaZdé z nich
0 1, 2vicsi sa ich sucin o 963. Urcte povodné ¢&islo n. (Pavel Novotny)

RieSenie. Hladdme n = p - ¢ - r s prvoéislami p < ¢ < r, ktoré spliiaji rovnost
(p+1)(g+1)(r+1) = pgr + 963. (1)

Jej prava strana je v pripade najmensieho prvocisla p = 2 neparne c¢islo, takze potom
i ¢initele ¢ + 1 a r + 1 zo suéinu na lavej strane musia byt nepéarne ¢isla. Pre prvodisla
q, r to znamend, ze ¢ = r = 2, ale trojica p = ¢ = r = 2 rovnosti (1) nevyhovuje. Plati
teda p = 3.

Ukazeme teraz, ze nutne plati p = 3. V opacnom pripade su vSetky tri prvocisla p,
q, T vécsie ako 3, a preto ani stcin pqr, a teda ani prava strana (1) nie su ¢isla delitelné
tromi (¢islo 963 je totiz ndsobkom troch). Z podmienky, ze su¢in (p+ 1)(¢ + 1)(r + 1)
z lavej strany (1) nie je delitelny tromi, ale vyplyva, Ze Ziadne z prvodéisel p, ¢, r nemdze
déavat po deleni tromi zvySok 2. A kedZe zvySok 0 je v uvazovanom pripade vyliuceny,
mozu prvocisla p, ¢, r davat pri deleni tromi jedine zvySok 1. Odtial dalej dostavame,
ze rozdiel (p 4+ 1)(q + 1)(r + 1) — pgr déva po deleni tromi rovnaky zvySok ako ¢islo
2:2-2—1-1-1=7, teda zvysok 1. To je ale spor, lebo podla (1) plati (p + 1)(q +
+ 1)(r + 1) — pgr = 963. Rovnost p = 3 je tak dokadzana.

Po dosadeni p = 3 do (1) dostaneme rovnost 4(q + 1)(r + 1) = 3qr + 963, ktort
postupne upravime na ,,suc¢inovy* tvar:

4qr + 4q + 4r + 4 = 3qr + 963,
qr + 4q + 4r = 959,
(g+4)(r+4)=975.

Cislo 975 m4 prvoéiselny rozklad 975 = 3 - 52 - 13, takze vzhladom na nerovnosti
35 qSrcizeT< g+4 < r+ 4 pre mensi ¢initel z odvodeného rozkladu musi platit
q+4 < V975 < 32, preto ¢ + 4 € {13,15,25}. To spliia jediné prvoéislo ¢ = 11, pre
ktoré g + 4 = 15. Pre druhy ¢initel tak mame r +4 = 5 - 13 = 65, odtial r = 61, ¢o je
naozaj prvocislo. Hladané ¢islo n = p - ¢ - r je teda jediné a méa hodnotu

n=3-11-61=2013.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
nuté styri ¢isla vynasobime, dostaneme ¢islo o 2 886 vicsie ako povodné Cislo n. Urcte
vsetky také n. [69-B-II-4]

N2. Zistite, kedy pre tri prvocisla p, g, r ma rozdiel (p + 1)(¢ + 1)(r + 1) — pgr hodnotu,
ktord po deleni siestimi déva zvysok 3. [Jedno z prvodisel p, g, r sa rovna trom, druhé
je tvaru 6k — 1, kde k € N, a tretie je lubovolné neparne prvoéislo. (Uvaha A: Keby
bol stéin pgr parny, musel by byt stcin (p+ 1)(¢+ 1)(r + 1) nepérny, takze by muselo
byt p = ¢ = r = 2. Uvaha B: Keby nebol stéin pgr delitelny tromi, nebol by taky ani
sacin (p + 1)(¢ + 1)(r + 1), takze &isla p, ¢, » by dévali po deleni ¢islom 3 zvySok 1
a uvazovany rozdiel by tak daval zvysok 2. Z tvah A a B uz lahko vyplyva vyssie
uvedend odpoved.)]



N3. Najdite vsetky dvojice prvocisel p, g, pre ktoré plati
a) p+q% = q+ 145p?, [55-C-11-4]
b) p+4q% =q+p3 [55-B-1I-1]
N4. Urcte, pre ktoré trojice navzajom rdoznych prvocisel p, g, r plati sacasne: p | g + r,
qg|r+2p, r|p+3q. [65-A-III-5]
N5. Uréte vsetky trojice (p,gq,r) prvoéisel, pre ktoré plati: (p + 1)(q + 2)(r + 3) = 4pgr.
[60—-A-TII-2]

2. Pre lubovolné kladné redlne ¢isla x, y, z dokdzte nerovnost

11 2 . . Yy o zy
(I+y+z)( +-+- ) m prlcomm:mm( AN )
) Yy oz T Xy
Zistite tiez, kedy v dokdzanej nerovnosti nastane rovnost.

(Jaroslav Svréek, Jaromir Simsa)

Riesenie. KedZe v dokazovanej nerovnosti vystupuje minimum z dvoch kladnych ¢isel
a funkcia y = 22 je na mnozine kladnych &isel rastiica, je nasou tilohou overit dvojicu
nerovnosti
1 1 1 x Z2\2 1 1 1 r  2\2
@ry+)(c++2) S (S+242) a @ryra)(c+o+0) < (24242) ()
Ty 2z y z Ty 2z x oz oy
a zistit, kedy v aspori jednej z nich nastane rovnost (prave vtedy totiz nastane rovnost
aj v povodnej nerovnosti). Druht nerovnost v (1) ale zrejme dostaneme z prvej, ked
trojicu (x,y, z) zamenime trojicou (y,x, z). Staci preto overit, Ze pre lubovolnu trojicu
(x,y, z) kladnych ¢isel plati prva nerovnost
1 1 1 x A%
@ry+2)(c+-+-) s (24242,
r Yy = Yy

z
a zistit, kedy v nej nastane rovnost. Po roznasobeni oboch stran dostaneme
2 2 2
x z z
3+ -+ 4l 2 2B T S a(24 240,
Y Y y? Ty
Takt nerovnost bude zrejme V}'fhodné zapisat v novych (opét kladnych) premennych

a=x/y, b=1y/z, ¢ = z/x. Dostaneme tak ekvivalentnii nerovnost

11 1 1 1 1
3+a+—+—+b+c+—§a2+b2+c2+2<—+—+—),
c a b a b ¢

ktoru este upravime na tvar so suctom troch hodnoét toho istého vyrazu

(az—l—a-l—é)—i-<b2—1—b+%>+<02—1—c+%>ZO. (2

~—

Vdaka tomu, Ze a, b, ¢ st kladné ¢isla a Ze uvedeny vyraz ma vyjadrenie
) ) )

-1 EP-1t-1) (t-1)3*(t+1)

t t B t ’
upravend nerovnost (2) plati a rovnost v nej nastane prave vtedy, ked a = b = ¢ =1,
¢o pre povodné premenné x, y, z znamena prave to, ze x = y = z. Tato podmienka je
ale rovnaka i pre rovnost v druhej nerovnosti (1) (ak chceme byt dosledni, ma tvar y =
= x = z). Preto i rovnost v poévodnej dokazovanej nerovnosti nastane jedine v pripade,
ked x =y = z.

Dodajme, Ze na dokaz (1) sme vlastne ani nevyuzili vztah abc = 1, ktory novo
zavedené premenné a, b, ¢ spliiaji.

1
t2—1—t+¥:(t2—1)—



NAVODNE A DOPINAJUCE ULOHY:

N1.

N2.

N3.

N4.

N5.

Pripomenme najskér zndme tvrdenie o nerovnosti medzi aritmetickym a geometrickym

priemerom (stru¢ne nazyvanej AG-nerovnostou): Pre Iubovolné nezdporné redlne ¢isla
ai,az,...,an plati

ay+az2+...+an >

" =

pritom rovnost nastane jedine v pripade a1 = a2 = ... = an.
Pre Tubovolné kladné redlne &isla z, y, z dokdzte nerovnosti

111
min(5+3+f,g+f+f)z3 a (x+y+z)(f+f+f)29.

[Prva nerovnost je désledkom toho, Ze nerovnost a + b + ¢ = 3 plati pre kazdu
trojicu kladnych éisel a, b, ¢ splhajtcich podmienku abc = 1 (vyuzite pre taku trojicu
AG-nerovnost). Druht nerovnost dostaneme, ked medzi sebou vynasobime dve AG-
nerovnosti zapisané pre trojice ¢isel (z,y,2) a (1/x,1/y,1/2).]

Pre Iubovolné kladné realne ¢isla x, y, z dokazte

(+ ) (2 (+3)

a zistite, kedy nastane rovnost. [55-B—S—1]
Dosledkom nerovnosti zo stitaznej dlohy je (slabsia) nerovnost

1 1 1 x z z T
(m+y+2)(*+*+*)é(*-i-y-%*)(g—l-*-i-f).
T Y z Y z T T Y z

Spravte jej priamy dokaz (pre fubovolné z,y,z > 0), skor ako zaénete riesit stutazna
ulohu. [Roznasobenim zitvoriek na lavej strane dostaneme vyraz 3+ A+ B, kde A =
=z/y+y/z+z/xr a B =y/x+ x/z+ z/y st Cinitele z pravej strany. Mame tak
dokazat nerovnost 3 + A + B < AB; v sutaznej tlohe ide o silnejsiu nerovnost 3 +

v

8

2

+A+ B < (min(A7 B)) . Nerovnost 3 + A + B £ AB upravime na stuéinovy tvar
(A—1)(B —1) 2 4 a viimneme si, #e podla navodnej tlohy 1 plati A =2 3 a B 2 3,
gize A—1 2= 2a B —1 2 2. Vynasobenim poslednych dvoch nerovnosti dostaneme
potrebné.]

Pri rieSeni stitaznej tlohy je mozné (ak nie dokonca nevyhnutné) uplatnit ¢asty uzi-
to¢ny obrat, kedy ur¢itti nerovnost zdévodnime séitanim niekolkych (v danom pripade
troch) analogickych nerovnosti. VyuZite to na uréenie najmensej hodnoty vyrazu

1 1 1
V:a2+b2+c2+2(—+—+—),
a b ¢

kde a, b, ¢ st Tubovolne kladné reédlne &isla. [Vipin = 9 pre a = b = ¢ = 1. Podla
AG-nerovnosti pouzitej na trojicu &isel t2, 1/t, 1/t pre kazdé t > 3 plati t2 + 2/t > 3.
Sc¢itanim takych nerovnosti pre t = a, t = b a t = ¢ dostaneme potrebny odhad V = 9.]
Uréte vSetky trojice (z,y, z) redlnych ¢isel, pre ktoré plati

8 8 8
x2+y2—|—z2§6+min(x2——4,y2——4,z2——).
x y

[53—-A-III-1]



3. Oznacme I stred kruznice vpisanej do daného trojuholnika ABC'. Predpokladajme,
ze kolmica na priamku C'I vedend bodom I pretina priamku AB v bode M. Dokdzte, Ze
kruznica opisand trojuholniku ABC' pretina usecku C'M v jej vnutornom bode N a Ze
priamky NI a MC' st navzdjom kolmé. (Peter Novotny)

Riesenie. Ukazeme najskor dvoma sposobmi, ze priamka M1, teda kolmica na
priamku CI v bode I, je doty¢nicou ku kruznici ABI (tak budeme oznacovat kruznice
prechddzajtice tromi danymi bodmi). Prvy postup zalozime na znamom poznatku,
ze AIC a BIC st tupé uhly velkosti 90° + 2B, resp. 90° + oz (ndvodna tloha 1)
Preto skumana kolmica M I na priamku C'I zviera s tiseckami AI a BI ostré uhly 3 13,
resp. 20z ! teda uhly zhodné s obvodovymi uhlami IBA, resp. IAB v kruznici ABI
(obr.1). To uz podla vety o zhodnosti obvodovych a ﬁsekovych uhlov znamené prave
to, ze priamka M je dotycnicou kruznice ABI. Rovnaky zaver vyplyva okamzite aj
z poznatku, ze stredom kruznice ABI je stred toho obluka AB kruznice ABC, ktory
neobsahuje vrchol C' a ktorym prechédza priamka C'I (os vntutorného uhla pri vrchole C'
trojuholnika ABC, ndvodnd tloha 2).

Obr. 1

7 dokazaného dotyku priamky M1 s kruznicou ABI vyplyva, ze bod M lezi na
priamke AB mimo tsecky AB a mé ku kruznici ABI kladnt mocnost m, ktord ma
dvojaké vyjadrenie m = |MI|? = |MA|-|M B|. Bod M preto lezi i vo vonkaj$ej oblasti
kruznice ABC' (lebo tsecka AB je jej tetiva) a mé k nej taka isti mocnost m =
= |MA| - |MB|. T4 istd hodnota m = |MI|? je ale mensia ako |[MC|?, ¢o vyplyva
z pravouhlého trojuholnika C'M 1. Nerovnost |[MC|? > m tak znamen4, Ze polpriamka
MC ma s kruznicou ABC' okrem bodu C spolo¢ny este jeden bod N, ktory navyse lezi
medzi bodmi M a C (lebo z rovnosti |[MC|- |MN| = m vyplyva nerovnost |MN| <
< |MC). Prva ¢ast tvrdenia ulohy je tak dokdzana.

NaSou druhou tlohou je ukazat, Ze uhol C NI je pravy. K tomu na dokdzani
rovnost |MC| - |MN| = |[MI|?> mbézeme uplatnif nasledovné ,obratenie“ Euklidovej

1 Z uréenych uhlov medzi priamkou M1I a tseckami AI a BI vyplyva, ze bod M (ktoreho existencia
sa v zadani tlohy predpokladd) skutoéne existuje prave vtedy, ked plati %a #* B Cize a # B.
Vzhladom na symetriu zadania mozeme predpokladat, ze plati o > ﬁ, bod M potom lezi — ako na
nasom obrazku — na predizeni strany AB za vrchol A a |[{TMA| = fa — 7,8

4



vety o odvesne M I pravouhlého trojuholnika C'MI. Pita jeho vysky z vrcholu I na
preponu C'M je taky bod X tsecky CM, ktorého poloha je (vdaka Euklidovej vete)
jednoznac¢ne urcéend rovnostou |[MC| - |[MX| = |MI|?. Preto X = N a dokaz je hotovy.
Bez pouzitia Euklidovej vety je mozné argumentovat takto: KedZze priamka M1 sa
v bode I dotyka Talesovej kruznice zostrojenej nad priemerom C'I, ma bod M aj k tejto
kruznici mocnost m = |MI]?, a preto na nej — vdaka rovnosti m = |[MC| - |[M N| — lez
i bod N, takze uhol CNT je podla Téalesovej vety naozaj pravy.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1.

N2.

N3.

N4.

N5.

N6.

N7.

N8.

Pomocou vnatornych uhlov «, 3, v vSeobecného trojuholnika ABC' s vpisanou kruz-
nicou so stredom I vyjadrite velkosti uhlov AIB, AIC, BIC. [Velkosti s postupne
90° 4 %'y, 90° 4 %ﬂ, 90° + %a. Vyplyva to zo stctov vnutornych uhlov v jednotlivych
trojuholnikoch AIB, AIC, BIC, lebo polpriamky AI, BI a CI st osami vnutornych
uhlov trojuholnika ABC']
Pred riesenim nasledujtucej ulohy si zopakujte ucebnicové poznatky o stredovych,
obvodovych a tsekovych uhloch.
Pre vSeobecny trojuholnik ABC s vpisanou kruznicou so stredom I dokazte, ze pol-
priamka C1 pretne obluk AB kruZnice opisanej v takom bode S, ktory mé od bodov
A, B, I rovnaku vzdialenost. [Rovnost |SA| = |SB| vyplyva z rovnosti obvodovych
uhlov AC'S a BCS; rovnost |SA| = |SI| je désledkom toho, Ze v trojuholniku AIS
maji oba vnutorné uhly pri vrcholoch A a I taku istu velkost rovnu %a + %’y Cize
90° — 14.]
Zopakujte si dalej ucebnicovy poznatok o vSetkych sec¢niciach danej kruznice pre-
chadzajicich danym bodom, ktory je vyjadreny veli¢inou nazyvanou mocnost bodu
ku kruznici. Dobré poucenie a vela ukazok pouzitia najdete v ¢lanku T. Nedevova:
Mocnost bodu ke kruznici, Rozhledy matematicko-fyzikalni, ro¢. 87 (2012), &. 2, str. 9—
17.
V rovine je dany pravouhly lichobeznik ABC D s dlhsou zdkladiiou AB a pravym uhlom
pri vrchole A. Oznacme k1 kruznicu zostrojent nad stranou AD ako nad priemerom
a k2 kruznicu prechadzajicu vrcholmi B, C' a dotykajacu sa priamky AB. Ak maju
kruznice k1, k2 vonkajsi dotyk v bode P, je priamka BC' dotycnicou kruznice opisanej
trojuholniku CDP. Dokazte. [52-B-11-4]
Do kruznice k je vpisany Stvoruholnik ABC' D, ktorého uhlopriecka B D nie je prieme-
rom. Dokéazte, ze priesecnik priamok, ktoré sa kruznice k dotykaja v bodoch B a D,
lezi na priamke AC prave vtedy, ked plati |AB| - |CD| = |AD|-|BC]|. [51-A-11-3]
Je dany rovnobeznik ABCD s tupym uhlom ABC'. Na jeho uhlopriecke AC' v polrovine
BDC zvolme bod P tak, aby platilo | BPD| = |{ ABC|. Dokézte, 7e priamka CD
je dotyénicou kruznice opisanej trojuholniku BC'P prave vtedy, ked tse¢ky AB a BD
st zhodné. [59-A-I1-2]
V trojuholniku ABC, ktory nie je rovnostranny, ozna¢me K priese¢nik osi vnutorného
uhla BAC so stranou BC' a L priese¢nik osi vnutorného uhla ABC' so stranou AC.
Dalej ozna¢me S stred kruznice vpisanej, O stred kruznice opisanej a V priesecnik
vysok trojuholnika ABC'. Dokézte, ze nasledujice dve tvrdenia st ekvivalentné:
a) Priamka KL sa dotyka kruznic opisanych trojuholnikom ALS, BV S a BKS.
b) Body A, B, K, L a O lezia na jednej kruznici. [55—-A-1I1-3]
St dané kruznice k, I, ktoré sa pretinaju v bodoch A, B. Ozna¢me K, L postupne
dotykové body ich spoloc¢nej dotycnice zvolené tak, ze bod B je vnatornym bodom
trojuholnika AK L. Na kruzniciach k a [ zvolme postupne body N a M tak, aby bod A
bol vnatornym bodom tusecky M N. Dokazte, ze Stvoruholnik K LM N je tetivovy prave
vtedy, ked priamka M N je doty¢nicou kruznice opisanej trojuholniku AK L. [60-A-I-
3]
Oznac¢me I stred kruznice vpisanej trojuholniku ABC. KruZnica, ktord prechidza
vrcholom B a dotyka sa priamky Al v bode I, pretina strany AB, BC postupne
v bodoch P, @. Priese¢nik priamky QI so stranou AC ozna¢me R. Dokazte, zZe plati

|AR| - |BQ| = |PI|.

[62-A—I-5]



4. Oznacéme l(n) najvicsieho nepdrneho delitela ¢isla n. Uréte hodnotu sictu
1(1) +1(2) +1(3) + ... +1(2*°1).

(Michal Rolinek)

RieSenie. Je zrejmé, Zze pre kazdé prirodzené ¢islo k platia rovnosti [(2k) = (k) a
[(2k — 1) = 2k — 1. Vdaka nim je mozné hodnoty I(n) s¢itat po skupinach cisel n
leziacich vZdy medzi dvoma susednymi mocninami ¢isla 2, presnejsie urcovat sucty

s(n) =102"""+ 1) +1(2" P +2) +1(2" T +3) +... +1(2")

postupne pre jednotlivé n = 1,2,3,.... Pre nazornost najskor uvedme postup urcenia
konkrétneho suctu

s(4) = 1(9) + 1(10) + 1(11) + 1(12) + 1(13) + 1(14) + {(15) + [(16).

Vklad jeho séitancov [(2k — 1) je rovny

1(9) +1(11) +1(13) +1(15) =9+ 11 + 13 + 15 = ~ - (9 + 15) = 48

DN | W~

(naznadili sme pouzitie vzorca pre siucet niekolkych ¢lenov aritmetickej postupnosti),
vklad s¢itancov [(2k) ma hodnotu

1(10) + 1(12) + 1(14) + 1(16) = I(5) + 1(6) + 1(7) + 1(8).

To je ale ,predosly“ sucet s(3), ktory sme uz skor mohli urcit zo suctu s(1) = 1
podobnym, teraz strucnejsie zapisanym postupom:

s(3) =1(5) +1(6) + 1I(7) +1(8) =5+ 7+ s(2) =12+ 3+ s(1) =15+ 1 = 16.

Teraz uz lahko dopocitame s(4) = 48 4 s(3) = 64.

Vykonany vypodet nds prividdza k hypotéze, ze pre kazdé n plati s(n) = 471
Dokazeme ju matematickou indukciou. Ak plati s(n) = 4"~ ! pre ur¢ité n (ako to je pre
n =1,2,3), potom pre sucet s(n + 1) podla nasho postupu dostaneme

s(n+1)=1(2"+1) +1(2" +2) +1(2" " +3) +... +1(2"") =
=@+ 1)+ @7 43) .+ (2" = 1)] +5(n) =

n—1

2
== (2" + 142" —1) 4471 =2"72.3. 2" 44" =47,

(Vyuzili sme to, ze pocet neparnych ¢isel od 2" +1 do 27! — 1 vratane je rovny 27 1.)
Dokaz indukciou je hotovy.
Podla dokazaného vzorca s(n) = 4"~ ! pre stiet zo zadania tilohy plati

L) +12)+13) + ... +1(2°"%) =1(1) + 5(2) + s(3) + ...+ 5(2013) =
42013 -1 _ 42013 +9

—14+1+4+42+43+ ... 4420214 3 3




Pozndmbka. Za pozornost stoji, ze vzorec s(n) = 4"~1 z podaného riesenia je $pecialnym
pripadom celkom prekvapivého vztahu

(ke +1)+1(k4+2) +1(k+3)+...+1(2k) = k2, (1)

ktory sa d& pre kazdé prirodzené ¢islo k dokazat bez pouzitia indukcie nasledujiicou
elegantnou uvahou: Vsetkych k séitancov na lavej strane (1) st zrejme ¢isla z k-prvkovej
mnoziny {1,3,5,...,2k — 1} a st po dvoch rozne, lebo podiel ziadnych dvoch ¢isel
z mnoziny prislusnych argumentov {k+ 1,k +2,...,2k} nie je mocninou ¢isla 2. Preto
je (az na poradie s¢itancov) na lavej strane (1) suc¢et 1 +3+ 5+ ...+ (2k — 1), ktory
mé skutoéne hodnotu k2.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Uréte, pre ktoré celé kladné n ma ¢islo I(n) péatkrat menej delitelov ako samotné ¢&islo
n (pocitame vietky kladné delitele). [Cisla n delitelné 24, ale nie 2°.]

N2. Ukazte, ze pre kazdé celé kladné n plati n+ 1 < I(n) +I(n+ 1) < £(3n +2). [Vyuzite
to, Ze pre parne n plati 1 < [(n) < %n al(n4+1) =n+1 apre neparne n je l(n) =n
al<I(n+1)< 1(n+1)]

N3. Dokéazte, ze ak vyberieme n + 1 roéznych &isel z mnoziny M = {1,2,...,2n}, bude
niektoré vybrané éislo delitefom iného vybraného éisla. [Hodnota (k) pre lubovolné
k € M je jedno z n neparnych ¢&isel 1,3, ... ,2n — 1, takze plati I(a) = I(b) pre niektoré
dve z vybranych ¢isel a > b. Podiel a : b je potom mocninou &isla 2.

5. Kolkymi roznymi sposobmi mozno vydlazdit plochu 3 x 10 dlaZdicami 2 x 1, ak je
dovolené klast ich v oboch navzdjom kolmych smeroch? (Stanislava Sojakova)

Riesenie. Namiesto plochy 3x 10 uvazujme vseobecnt plochu 3x2n, kde n je prirodzené
¢islo, a oznac¢me a,, pocet vSetkych sposobov vydlazdenia tejto plochy dlazdicami 2 x
x 1 (ktorych potrebujeme 3n kusov).? Hoci je nasou tilohou néjst z ¢isel a,, iba jediné,
totiz cislo as, nie je uvazované zovseobecnenie samotuicelné. Ukaze sa totiz, ze kazdu
jednotlivii hodnotu a,, bude mozné vypocitat podla jednoduchého vzorca, ak budeme
poznat dve predchadzajice hodnoty a,_1 a a,_2.°> Tak je mozné zo ,zaciatoénych®
hodnét aq, as vypoditat najprv as, potom a4 atd. az po hladané a,,. Takému postupu
(beznému v rade kombinatorickych situacii, pozri ndvodné tlohy) hovorime rekurentnd
metoda alebo tiez procedira rekurzie.

Hodnotu a; = 3 je sice lahké uréit nakreslenim vSetkych moznych vydlazdeni
plochy 3x2 (obr. 2), ale podobny postup na uréenie hodnoty a; = 11 by bol dost pracny.
Namiesto toho este zavedieme i pre nase dalSie rekurentné ivahy vhodné ¢isla b,,: kazdé
¢islo b, bude oznacovat pocet vSetkych spdsobov neuplného vydlazdenia plochy 3 x
X (2n — 1) dlazdicami 2 x 1 v pocte 3n — 2 kusov, pri ktorom ostane jedno nepokryté
policko 1 x 1 v konkrétne zvolenom rohu celej plochy, povedzme vpravo dole. Vdaka
osovej sumernosti vyjde rovnaky pocet b, sposobov i pri poziadavke, aby nepokryté
pole ostalo v pravom hornom rohu.

2 Urd¢ite je zrejmé, pre¢o uvazujeme iba plochy 3 X k s parnym parametrom k.

3 Spomenuty jednoduchy vzorec najdete pod éislom (2) a% v poznamke za skon¢enym riesenim. V iom
totiz budeme pocitat rekurentne ¢&isla a, stCasne s istymi vhodnymi ¢islami by, bez ktorych by
vyklad nasSej rekurentnej metédy bol menej prehladny.
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Obr. 2

K hodnote a; = 3 pripojme zrejmt hodnotu b; = 1 a prejdime k vlastnej rekurent-
nej metéde. Odvodime pri nej, ze pre kazdé celé n > 1 platia rovnosti

b, =0n_1+bo_1 a a,=an_1+ 2b,. (1)

Prva rovnost z (1) dokdzeme tak, Ze vSetky vydlazdenia plochy 3 x (2n — 1) s ,o0d-
seknutym* rohom 1 x 1 vpravo dole rozdelime do dvoch disjunktnych skupin podla
toho, ¢i je pravy horny roh 1 x 1 pokryty zvislou dlazdicou (vydlazdenie typu A na
obr. 3), alebo vodorovnou dlazdicou (vydlazdenie typu B, pri ktorom je vynitené poloha
dalsich dvoch, spolu teda troch vodorovnych dlazdic, nakreslenych na obr.3). Pocet
vydlazdeni typu A je zrejme rovny poctu vydlazdeni zvysnej plochy 3 x (2n — 2), teda
¢islu a,_1. Podobne pocet vydlazdeni typu B je rovny poctu vydlazdeni plochy 3 x
X (2n — 3) s odseknutym pravym dolnym rohom 1 x 1, teda ¢islu b,—;. Tym je prva
rovnost z (1) dokazana.

Obr. 3

Druhi rovnost z (1) overime podobne so stru¢nejsim komentarom: vietky vydlazde-
nia plochy 3 x 2n rozdelime do troch disjunktnych skupin — vydlazdenia typov C, D a E
znézornenych na obr. 4. Vsetkych vydlazdeni typu C je zrejme a,_1, pocty vydlazdeni
typov D a E sa rovnaji tomu istému ¢islu b,, (to sme zdoraznili uz skor). Tym je i dokaz
druhej rovnosti z (1) skonéeny.

C D E
Obr. 4

Méame vsetko pripravené na vypocet hladaného ¢isla as. Z hodnot a; = 3, by = 1
a rovnosti (1) postupne dostaneme

b2:a1+blz4, a2:a1—|—2b2:11, 53:a2+b2:15, a3:a2—|—2b3:4l,
by = az + bg = 56, ay4 = az + 2by = 153, bs = a4 + by = 209, a5 = a4 + 2b5 = 571.

Odpoved. Hladany pocet sposobov vydlazdenia plochy 3 x 10 je rovny 571.
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Poznamka. Ako sme sIubili v Gvode rieSenia, ukdZeme teraz, ze skimané poéty a,
vSetkych vydlazdeni plochy 3 x 2n dlazdicami 2 x 1 vyhovuji rekurentnej rovnici

(pyo = 4ap411 —a, pre kazdé n 2 1, (2)

takze ich mozeme pocitat ,samostatne”, teda bez stic¢asného vypoétu ¢isel b,, ktorymi
sme si pomohli v podanom rieSeni. Odvodenie (2) urobime algebraicky, totiz vylic¢enim
¢isel b, zo vztahov (1). Podla nich plati

np+2 = Apt+1 + 2671—1—2 = Qp+1 + 2(an—i—l + bn+1) =
= 3an+1 + 2bn+1 = 3an+1 + (an+1 - an) = 4an+1 — Qnp.

Dodajme este, ze zo zakladov diskrétnej matematiky je zname, ze kazda postupnost
&isel (a,)22;, ktord vyhovuje (2), ma vyjadrenie a,, = C1 A} +CoA3, kde A\ o =2++/3
st korene kvadratickej rovnice A2 = 4\ — 1 a C} 5 st lubovolné konstanty. Tie je mozné
pre nasu situdciu ur¢it z hodndt a; = 3 a as = 11 a dostat sa tak ku kone¢nému vzorcu
pre pocet a,, vSetkych vydlazdeni plochy 3 x 2n s vSeobecnym n v tvare

= 3+6‘/§-(2+x/§)"+3_6\/§-(2—x/§)”.

Qn

Iné riesenie. Opiseme este jednu rekurentni metédu na urcéovanie poc¢tov a,, vsetkych
sposobov vydlazdenia plochy 3 x 2n dlazdicami 2 x 1. Bude néas teraz zaujimat, ¢i také
vydlazdenie je ,zlepené“ z vydlazdeni dvoch pléch 3 x k a 3 x (2n — k) pre vhodné
k =1,2,...,2n — 1, ktoré musi byt zrejme parne. Obe plochy vznikni z pdévodnej
plochy 3 x 2n jednym priamym rezom dizky 3; pytame sa teda, & pri niektorom takom
reze ziadnu ulozent dlazdicu nerozpolime. Pokial sa to nestane, teda pokial pri kazdom
takom reze aspon jednu dlazdicu rozpolime, povieme, ze poévodné vydlazdenie plochy
3 X 2n je celistvé.

Je zrejmé, Ze kazdé z troch vydlazdeni plochy 3 x 2 je celistvé (obr. 2). Vysvetlime,
preco pri kazdom n = 2 existuju prave dve celistvé vydlazdenia plochy 3 x 2n. Pri jej
lavom okraji musia byt umiestnené dlazdice jednym z dvoch sposobov nakreslenych na
obr. 5. Pokrytie prvého stipca 3 x 1 totiz nemoze byt zabezpedené tromi vodorovnymi
dlazdicami, ale jednou zvislou a jednou vodorovnou dlazdicou, ktoré st v oboch moz-
nych situaciach vyfarbené na sivo. Tieto dve dlazdice vynucuji vodorovné umiestnenie
dalsich troch dlazdic s vpisanou cifrou 1 (inak by skiimané vydlazdenie nebolo celistvé,
bolo by totiz zlepené z vydlazdeni ploch 3 x 2 a 3 x (2n—2)). Ak je n = 2, sme s celym
rozborom hotovi; v pripade n = 3 je vynitené vodorovné umiestnenie dalsich troch
dlazdic s vpisanou cifrou 2. Opakovanim tejto tvahy nakoniec ziskame (jediné) dve
celistvé vydlazdenia celej plochy 3 x 2n pre lubovolné dané n = 2.

Obr. 5



Zaoberajme sa teraz dlazdeniami plochy 3 x 2n, ktoré nie st celistvé. Kazdé z nich
je teda zlepenim vydldzdeni dvoch ploch 3 x 2k a 3 x (2n — 2k) pre vhodné k =
=1,2,...,n— 1. Také k ale nemusi byt pre dané vydlazdenie jediné, a tak vyberieme
vzdy ,najvicsie“ vyhovujiuce k; bude to prave také k, pri ktorom uz je vyssie spomenuté
vydlazdenie ,pravej* plochy 3 x (2n — 2k) celistvé (pre najvicsie k = n — 1 je to splnené
automaticky), pricom vydlazdenie ,lavej“ plochy 3 x 2k je lubovolné.

Prave opisanym sposobom sme vSetky ,necelistvé“ vydlazdenia plochy 3 x 2n
s danym n = 2 rozdelili do n — 1 disjunktnych skupin. Ich celkovy pocet je rovny,
ak pocitame po skupinach,

a1'2—|—a2~2—|—...—|—an_2~2+an_1~3,

lebo prvy ¢initel v k-tom séitanci udava vzdy pocet (vSetkych) vydlazdeni ,lavej“ plochy
3 X 2k a druhy ¢initel udava pocet celistvych vydlazdeni ,pravej“ plochy 3 x (2n — 2k).
Ak pridame k tomuto suctu este sCitanec 2 za dve celistvé vydlazdenia celej plochy
3 x 2n, dostaneme pre kazdé n = 2 hladany rekurentny vztah

an =2(a1 +az+...+ap—2)+ 3an_1 + 2. (3)

Odtial sa od hodnoty a; = 3 postupne dostaneme az k hladanej hodnote as, a tak
skon¢ime alternativne rieSenie celej zadanej tlohy:

as = 3ay +2 =11, a3 = 2a; + 3as + 2 =41, ag = 2(a; + az) + 3az + 2 = 153,
a5:2(a1—|—a2+a3)+3a4—|—2:571.

Pozndmka. Ukézme este, Ze pomerne zlozito zapisant rekurentnt zavislost (3) je mozné
podobne ako v prvom rieseni zjednodusit na tvar rovnice (2) uvedenej v prvej poznambke.
Naozaj, podla (3) pre Tubovolné n = 1 plati

apto = 2(ay +ag + ...+ ap) + 3an41 + 2,
apty1 =2(a1 +as+ ...+ an—1)+ 3a, +2

a po odcitani druhej rovnosti od prvej vychadza
An4+2 — Apt+1 = 3Ap+1 — Gp  ClZ€  Apy2 = 4apy1 — ap.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. N4jdite rekurentny vztah pre urcovanie poétov s(n) spdsobov zdolania schodiska
o n schodoch, ak st dovolené iba kroky o jeden, dva alebo tri schody. [s(n) = s(n —
—1) 4+ s(n —2) 4+ s(n — 3) pre kazdé n > 3.]
N2. Ukéazte, ze pocty spésobov vydlazdenia plochy 2 X n dlazdicami 2 X 1 pre jednotlivé
n=1,2,3,... tvoria znamu Fibonacciho postupnost

1, 2, 3, 5,8, 13, 21, 34, 55, ...,

v ktorej je kazdy ¢len (poénic tretim) rovny stétu dvoch predchidzajacich ¢lenov.
[VSetky vydlazdenia plochy 2 x n pre dané n 2 3 rozdelte do dvoch skupin podla
toho, ¢i pravy okraj dlazdenia je tvoreny jednou zvislou alebo dvoma vodorovnymi
dlazdicami. Vysvetlite, preco v kazdej z oboch skupin je prave tolko vydlazdeni, kolko
je vSetkych vydldzdeni ploch 2 x (n — 1), resp. 2 X (n — 2).]
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N3. Oznaéme p(n) pocéet vSetkych n-ciferych &isel zlozenych len z cifier 1, 2, 3, 4, 5,
v ktorych sa kazdé dve susedné cifry lisia aspon o 2. Dokéazte, ze pre kazdé prirodzené
Cislo n plati

5.24"71 <p(n) <5.2,5" L

[62—A-1-3]

N4. Pre Iubovolné prirodzené ¢islo n zostavme z pismen A, B vSetky mozné ,slova“
dizky n. Rozdelme ich do dvoch skupin S, a L, podla toho, & je v danom slove
parny alebo neparny pocet ,slabik“ BA (za parny povazujeme i pocet 0). Napriklad
slovi BABBBBA a AAAAAAB patria obe do skupiny S7, ale slova AABBABB
a BA BAABA patria obe do skupiny L7. Urcte, pre ktoré n maja skupiny Sy a Ly,
rovnaky pocet prvkov. [56—-A-1-3]

N5. Pre Iubovolné prirodzené ¢islo n zostavme z pismen A a B vietky mozné ,slova“ dlzky n
a oznacme pp, pocet tych z nich, ktoré neobsahuju ani trojicu AAA po sebe iducich
pismen A ani dvojicu BB po sebe idacich pismen B. Urcte, pre ktoré prirodzené ¢isla n
plati, Ze obe ¢&isla p,, a pny1 st parne. [53-A-11-2]

N6. Pre Iubovolné prirodzené ¢&islo n zostavme z pismen A a B vietky mozné ,slova“ dizky n
a oznac¢me py, pocet tych z nich, ktoré neobsahuji ani stvoricu AAAA po sebe idacich
pismen A ani trojicu BBB po sebe iducich pismen B. Urcte hodnotu vyrazu

P2004 — P2002 — P1999
P2001 + P2000

[53-A-I11-2]

6. V rovine daného trojuholnika ABC' wurcte vsetky body, ktorych obrazy v osovych
sumernostiach podla priamok AB, BC, C A tvoria vrcholy rovnostranného trojuholnika.
(Pavel Calabek)

RieSenie. Zvolime akykolvek bod X roviny ABC' a zostrojime jeho obrazy X,, X, X,
v osovych simernostiach podla priamok BC, C A, AB (obr.6). Aby sme mohli posudit
otazku, kedy dostaneme rovnostranny trojuholnik X, X, X., dokdZzeme najprv, Ze pre
vzéjomné vzdialenosti jeho vrcholov platia vSeobecne (t. j. bez ohladu na volbu bodu X)
vzorce

| XoXp| =2|XC|siny, |X X =2|XB|sing, [XpX.|=2|XA|sina, (1)
v ktorych «, 3, v je zvycajné oznacenie vnutornych uhlov trojuholnika ABC.

oXb

O — — = — = — — =

s

Obr. 6
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Staci dokazat iba prvia rovnost v (1). T4 je zrejmé v pripade X = C, lebo vtedy
plati X, = X} (= X). V pripade X # C je XC priemerom Télesovej kruznice z obr. 6,
na ktorej lezia vyznacené kolmé priemety P,, P, bodu X na priamky BC, C A. Kedze
tetive P, P, prislichaji obvodové uhly +v a 180° — ~, zo sinusovej vety vyplyva rovnost
| P, Py| = | XC|sin~y. Vzhladom na to, ze tsecka X, X} je zrejme obrazom tetivy P, P,
v rovnolahlosti so stredom v bode X a koeficientom 2, plati | X, X3| = 2| P, P/, ¢im st
rovnosti (1) dokézané.

Zo vzorcov (1) vyplyva, ze naSou ulohou je najst prave tie body X roviny ABC,
pre ktoré plati

2| X Alsina = 2| X B|sin = 2|XC|siny > 0

(préave vtedy je totiz trojuholnik X,X,X. rovnostranny). Inak vyjadrené, hladdme
body X, ktorjch vzdialenosti od vrcholov A, B, C s kladné a splhaji timeru

11111
sina " sinB “siny |BC|  |AC| " |AB|

IXA|: |XB|:|XC| =

(kvoli dalsiemu vykladu sme vyuzili sinusovia vetu a presli od sinusov uhlov k dlzkam
protilahlych stran v trojuholniku ABC). Prave také body X zostrojime ako spolo¢né
body nasledujtcich troch Apolléniovych kruznic, presnejsie mnozin bodov X zadanych
rovnicami

_|XB| _|AB| _|XA]  |AB| XAl JAC| )
“1XC|  JAc]” """ ixc|  |BC|” "¢ |XB|  |BC|

pritom je zrejmé, ze Tubovolnym priese¢nikom dvoch tychto kruznic bude prechadzat
i tretia kruznica.* Z rovnosti v (2) vidno, ze A € k., B € ky a C € k.. To ulah¢uje
praktickt konstrukciu tychto troch kruznic: ak st AK, BL, CM priecky trojuholnika
ABC, na ktorych lezia osi jeho vnutornych uhlov (obr.7), lezi na kruznici k, nielen
bod A, ale i bod K (v dosledku dobre znameho pomeru |KB| : |[KC| = |AB| : |AC|),
takze stred kruznice k, mozeme zostrojit ako priese¢nik osi tise¢ky AK s priamkou BC
(ak neplati |AB| = |AC|, kedy k, je os strany BC'). Podobne vyuZitim osi use¢iek BL,
CM urcéime stredy kruznic ky, k.. Na obr.7 vidime situdciu, ked kruznice k,, ks, k.
maj dva spoloéné body X, Y, a nasa tloha tak mé dve rieSenia.® St na niom nakreslené
i zodpovedajice rovnostranné trojuholniky X, X, X. a Y,Y;Y.. Nie je nahoda, ze ich
vrcholy lezia po jednom na zodpovedajucich kruzniciach k,, ky a k., lebo stredy tychto
kruznic lezia na osiach uvedenych stimernosti.

4 Niektoré z tychto mnozin (jedna alebo tri) moézu byt priamkami namiesto kruZnicami. Budeme sa
tomu venovat neskorsie pri diskusii o pocte rieseni.

5 Ako uvidime o chvilu, dve rieSenia zadanej tilohy budu existovat vidy, ked dany trojuholnik ABC
nebude rovnostranny. Netrividlnost tohto poznatku nepriamo podporuje i skutoénost, Ze obe riesenia
X a Y na obr. 7 lezia mimo trojuholnika ABC.
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Obr.7

Aj ked je zadand tuloha konstrukcéne vyrieSena, musime este posudit otézku, kolko

ma uloha rieseni, teda otazku poctu spolo¢nych bodov Apolléniovych kruznic k,, ks, ke
(ako vieme, staci vziat dve z nich). Odpoved podame v nasledujicej ¢asti; pomdzeme si
pritom opéf poznatkom o existencii prie¢ok daného trojuholnika ABC), ktoré s zdroven
tetivami skimanych kruznic; zachovame aj ich oznacenie AK, BL, CM z obr. 7.

Diskusia.

a)

b)

Ak je trojuholnik ABC rovnostranny, st kg, ky, kpy osi jeho stran a tloha tak méa
jediné rieSenie, ktorym je stred daného rovnostranného trojuholnika.

Ak je trojuholnik ABC' rovnoramenny a plati napriklad |AB| # |AC| = |BC|, je
k. os jeho zékladne AB, ktora pretne kruznicu k, v dvoch bodoch, lebo pretina
jej tetivu AK, a teda i oba jej obliky AK. Pre rovnoramenny trojuholnik ABC),
ktory nie je rovnostranny, ma preto tloha vzdy dve riesenia.

Ak je trojuholnik ABC' roznostranny a napriklad AB je jeho najdlhsia strana
(ako na obr.7), maju kruznice k,, kp, ako ukdzeme, dva spolo¢né body. Kedze
kruznica k, je uréend rovnicou | XB|/|XC| = |AB|/|AC| > 1, lezi bod B v jej
vonkajsej oblasti a bod C' v jej vnutornej oblasti. Preto vo vnitornej oblasti k, lezi
aj celd tsecka AC' (s vynimkou bodu A), teda aj jej vnutorny bod L. Kruznica k,
tak pretina tetivu BL kruznice kj, a preto sa pretinaja aj obe kruznice. Pre
roznostranny trojuholnik ABC ma preto tloha vzdy dve riesenia.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
Sutazné dloha sa vztahuje k studijnej téme tohto roénika MO kategdrie A, ktorym st
Apolloniove kruznice, ¢ize kruznice, ktoré spadjame s nasledovnym tvrdenim.
Predpokladajme, ze v rovine w sti dané dva rézne body A, B a ze je eSte dané kladné
¢islo A # 1. Potom mnozina

M={X em |AX]|: |BX| = A}

je kruznica so stredom na priamke AB. Prave tato mnozina M sa nazyva Apolléniovou
kruznicou (prislichajicou danym bodom A a B a danému pomeru \).
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N1.

N2.

N3.

Dokaz uvedeného tvrdenia predkladdme nizsie ako navodnt tlohu 1 (doplnend rie-
Senim). Dodajme eSte, ze v pripade pomeru A = 1 je M zrejme os usecky AB. Pre
podrobnejsie zozndmenie sa s témou odporicame text na str. 11-14. brozarky L. Bocek,
J. Zhouf: Mdte rdadi kruznice?, Prometheus, Praha, 1995.

Dokazte vyssie uvedené tvrdenie o mnozine M bodov v rovine. [Najskor ukazeme, Ze pre
Iubovolny bod X € M, ktory nelezi na priamke AB, plati: Osi vnuitorného a vonkajsieho
uhla pri vrchole X trojuholnika ABX pretinaji priamku AB postupne v bodoch P a @,
ktoré nezavisia od vyberu bodu X a ktoré samotné patria do mnoziny M (st to jediné
dva body z M, ktoré na priamke AB lezia). Skuto¢ne, zo sinusovej vety pre trojuholniky
APX a BPX vyplyva |AP| : |AX| = sin %’y :sinp a|BP|: |BX| =sin %’y : sin(180° —
—¢), kde v = |[{AXB| a ¢ = |[{APX]|, odkial |AP| : |BP| = |AX| : |BX| = \.
Podobne sa odvodi i druhé Gmera |AQ)| : |BQ| = A. Z dokazaného tvrdenia o bodoch
P a @Q vyplyva, ze kazdy bod mnozZiny M nutne lezi na Talesovej kruznici zostrojenej
nad (fixnym) priemerom PQ. Ostéva ukdzat opa¢né tvrdenie o tom, ze kazdy bod X
tejto kruznice patri do mnoziny M, Ze teda spliia imeru |[AX|: |BX| = . Na to podla
predoslého stac¢i predpokladat, ze X nelezi na priamke AB, a dokézat rovnost velkosti
uhlov 71 = |[{PXA| a v = |£PXB|. Urobime to v pripade X\ > 1, ked uvazované
body lezia na priamke v poradi A, P, B, @ (pripad 0 < A < 1 sa posudi analogicky,
alebo sa prehodenim bodov A, B prejde od pomeru A k pomeru 1/)\.) Kedze uhly
AXQ, BXQ maji postupne velkosti 90° + ~1, 90° — 72, zo sinusovej vety vyplyvaju
rovnosti

|AP| |AX|siny: |[AQ|  |AX|cosv
= = a = = s
|BP| ~ |BX|sinq2 |BQ|  |BX|cos2

z ktorych vychadza tgvy1 = tgya, Cize v1 = 2. Cely dokaz tvrdenia o mnozine M je
hotovy.]

V rovine 7 st dané styri rézne body A, B, C, D neleziace na jednej priamke. Zostrojte
vSetky body X € m, pre ktoré plati AABX ~ ACDX. [Koeficient A = |AB]| :
: |C'D| podobnosti pozndme; preto hladané body X zostrojime ako priese¢niky dvoch
Apolléniovych kruznic: prva z nich prislicha bodom A, C' a pomeru A, druhd bodom
B, D a tomu istému pomeru A.]

V rovine 7 st dané styri rézne body A, B, C, D leziace v tomto poradi na jednej
priamke. Zostrojte vsetky body X € m, pre ktoré st uhly AX B, BXC, CX D navzajom
zhodné. [Hladané body X su priesecniky dvoch Apolléniovych kruznic: prva z nich
prislicha bodom A, C a prechddza bodom B (ten teda urcuje prislusny deliaci pomer),
druhé prislicha bodom B, D a prechiddza bodom C']
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