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61. roénik Matematickej olympiady
2011/2012 Riesenia iloh MEMO

I-1. Ndjdite vietky funkcie f:RT — RT také, Ze rovnost

flz+ fy) =yf(zy+1)

plati pre vsetky x,y € RT. (Symbol Rt oznacuje mnoZinu vietkych kladnych redlnych
cisel.) (Chorvatsko)

Riesenie. Skimajme najskor, pre aké hodnoty x plati z+ f(y) = zy+1. Po jednoduchej
uprave dostaneme z tejto rovnosti za predpokladu y # 1 ekvivalentné vyjadrenie

y—1

Ak by existovalo kladné y # 1 také, Ze vyraz (1) je kladny, mohli by sme takéto = a y
dosadif do zadanej rovnosti a dostali by sme f(A) = yf(A) (pricom A = z + f(y) =
= zy + 1), ¢o je v spore s tym, ze y # 1 a zarovenn f(A) # 0. Preto vyraz (1) je pre
kazdé y # 1 zaporny, ¢ize pre y > 1 plati f(y) < 1 a pre y < 1 plati f(y) > 1.

Zvolme Tubovolné y > 1 a polozme xz = 1 — 1/y. Dosadenim tychto hodnét do
zadanej rovnosti dostaneme

(1= 10) =wr),

.....

-l s e fu) st
Y Y
¢o je spor. Analogicky z predpokladu f(y) < 1/y odvodime spor f(y) = 1/y. Preto pre
vSetky y > 1 plati f(y) = 1/y.
Napokon uvazujme Iubovolné 0 < a < 1 a zvolme fubovolné y spliiajice y > 1/a >
= 1. PoloZenim x = a — 1/y dostaneme (s vyuZitim zadanej rovnosti a uz odvodenych
hodnét f pre argumenty vicsie ako 1)

1 B 1 B
xy+1_x+%_a'

ﬂwzf(x+§)=fm+f@»=yﬂmﬁ4»=y

Preto jedingym kandidadtom na riesenie je funkcia f(x) = 1/x pre vsetky z € R*. O tom,
ze vyhovuje, sa presvedcime trividlnou skuskou.



I-2. Dané€ je kladné cel€ ¢islo N. Mnozina S C {1,2,... ,N} sa nazyva pripustnd, ak
neobsahuge take tri navzdjom rozne cisla a, b, ¢, Ze a deli b a sucasne b deli c. Urcte
najvicsi mozny pocet prvkov, ktory mozZe mat pripustnd mnoZina S. (Madarsko)

Riesenie. Ak trojica réznych prirodzengch &isel a, b, ¢ splita a | b a sti¢asne b | ¢ (takito
trojicu budeme nazyvat zakdzand), tak b = 2a a ¢ = 2b, z ¢oho vyplyva ¢ = 4a. Ak
teda najvicsie ¢islo z S je mensie ako Stvornasobok najmensieho ¢isla z S, neobsahuje

.....

S={[iN|+1,[iN]+2,... ,N}.

Tato pripustnd mnozina mé N — L%;N | = (%N | prvkov. Ukézeme, Ze viac prvkov Ziadna
pripustnd mnozina obsahovat nemdze.
Mnozina M = {1,2,... ,N} obsahuje [N neparnych ¢isel. Pre kazdé také ne-

parne ¢islo ¢ uvazujme mnozinu

Hq = {Q72Q74q7 . 72iqq}7

pricom ¢, je najvécsie nezaporné celé Cislo i také, ze 2¢. ¢ £ N. Mnoziny H, tvoria
rozklad mnoziny M (kazdé ¢islo z M sa d4 jednoznacne napisat v tvare 2° - ¢ pre nejaké
neparne ¢ < N a celé i = 0). Je zrejmé, ze Tubovolnd trojica ¢isel z tej istej mnoziny H,
je zakdzand. V mnozine S teda mézu byt najviac dve ¢isla z kazdej mnoziny H,. AvSak
pre q > %N je mnozina H, jednoprvkova — obsahuje iba ¢islo g.

Spolu dostavame, ze S méze obsahovat z mnozin H, najviac po dve ¢isla pre 1 <
<g< %N a po jednom déisle pre %N <qg< N, teda

SI=2- [3LNIT+1- (3N = [51aN]1]) = [2 LGN + [3N] = [N,

Poslednt upravu je mozné urobit napriklad osobitnym rozobranim dvoch pripadov
podla parity ¢isla N.

Odpoved. Pripustnd mnoZzina moze mat najviac [2 N prvkov.

I-3. Dany je lichobeznik ABCD, pricom AB || CD, |AB| > |CD| a priamka BD je
osou uhla ADC'. Priamka prechddzajica bodom C rovnobeznd s AD pretina usecky BD
a AB postupne v bodoch E a F. Oznac¢me O stred kruznice opisanej trojuholniku BEF .
Predpokladajme, Ze |{ ACO| = 60°. Dokdzte, Ze

(CF| = |AF| +|FO|.

(Chorvatsko)
Riesenie. Z rovnobeznosti priamok AD a F'C, resp. priamok AB a C'D vyplyva

|{ADE| = |{FEB|, resp. |£{CDB| = |{ABD,|.

Podla zadania je vS8ak DB osou uhla ADC, takze vSetky Styri uvedené uhly maju
rovnaku velkost (obr.1). Trojuholniky BDA a BEF su teda rovnoramenné a vzhladom
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@)
A # T B
Obr. 1
na to, ze AFCD je rovnobeznik, plati
|AB| = |AD| = |CF| a |FE| = |FB|. (1)

Trojuholniky FFO a FBO st oba rovnoramenné a ich ramena maji zhodné
dlzky rovné polomeru kruznice opisanej trojuholniku BEF. Podla (1) maji zhodné
aj zakladne, st teda zhodné, ¢ize |LEFO| = |{FBO|. Z toho a z (1) dostavame,
ze aj trojuholniky CFO a ABO st zhodné, a to podla vety sus. Odtial |CO| =
= |AO|, preto trojuholnik ACO je rovnoramenny, a vzhladom na to, ze uhol ACO
ma velkost 60°, je dokonca rovnostranny. Potom |£AOC| = 60°, t.]j. trojuholnik CFO
je obrazom trojuholnika ABO v otoceni o 60° (kedze st zhodné). Preto aj |[{ BOF| =
= 60° a trojuholnik F'BO je rovnostranny.

S vyuzitim (1) teda dostdvame

|AF| +|FO| = |AF|+ |FB| = |AB| = |CF|,

¢o bolo treba dokizaf.

I-4. Postupnost {a,}52 je definovand vztahmi ag =2, a1 =4 a

AnQn—1

2

Gpt1 = + an + an—1  pre vSetky kladné celé cisla n.
Urcte vsetky prvocisla p, pre ktoré existuje kladné celé c¢islo m také, Ze p je delitelom
Ay — 1. (Svajciarsko)

RiesSenie. Pomocou matematickej indukcie mozno Tahko nahliadnut, Ze vSetky ¢leny

zadanej postupnosti si parne. Parne sua totiz prvé dva c¢leny a ak sa parne c¢leny a,,_1

aj a, pre nejaké n, tak sucin a,a,_1 je delitelny Styrmi, ¢ize ¢islo %anan,l je parne

a ¢len a, 1 je ako sucet troch parnych ¢isel tiez parny. Prvocislo p = 2 teda nevyhovuje.

Naopak, p = 3 vyhovuje, pretoze 3 | a; — 1. Dalej budeme predpokladat, ze p = 5.
Zadané vyjadrenie ¢lena a,41 mozno upravit na tvar

App—1 + 205, + 20,1 (ap +2)(ap—1 + 2)
Apn4+1 = 9 = 9 — 2.




Ak oznaéime b,, = %(an + 2), plati b,+1 = b,b,—1. Vzhladom na to, Ze by = 2 a by = 3,
su vsetky b,, prirodzené cisla majice v rozklade na sucin prvocisel len cinitele 2 a 3,
teda p 1 b,. Oznacme z, zvySok ¢isla b, po deleni p a skiimajme postupnost tychto
zvyskov. Kedze kazdy dalsi zvySok z,.1 je jednoznacne uréeny dvojicou predoslych
zvyskov (z,—1, z,) aroznych dvojic zvyskov je len koneéne vela, musi sa niektora dvojica
v postupnosti zopakovat a postupnost {z,} je periodicka, dlzku periédy oznacme d.

Tvrdime, ze prva dvojica (z,—_1,2,), ktord sa v postupnosti zopakuje, je dvojica
(20, 21) (t.j. postupnost je periodickd od zaciatku — nemé predperiédu). Predpokla-
dajme sporom, ze prva sa zopakuje nejaka dvojica (zx—1,2r) = (Zdt+k—1,2d+k) Dre
k > 1. Potom plati

2k = 2k—22k—1 (mod p),

2k = Zdtk = Zd+k—2%d+k—1 = Zd+k—22k—1 (mod p).

Odcitanim kongruencii dostaneme

0= (2k—2 — Za+k—2)2k—1 (mod p),

z ¢oho vzhladom na to, Ze p { by_1, vyplyva zx_o = zq1k—2, teda aj (zx—2,2k—1) =
= (Zd+k—2, Zd+k—1). To je v8ak spor s predpokladom, Ze prva zopakovana dvojica bola
(Zk—1, 2k)-

Zistili sme, ze dvojica (zg, 21) = (2, 3) sa v postupnosti zvyskov objavi aj na mieste
(2d, Zd+1). Potom méme

3=bgy1 = bgbg—1 =2bs—1 (mod p), Gize pl2b4—1 —3=a4-1 — 1.

Odpoved. Zadanym podmienkam vyhovuju vSetky prvodisla okrem 2.

T-1. Najdite vSetky trojice (z,y, z) redlnych cisel také, Ze

203+ 1= 3zx,
2y + 1 = 3xy,
223 +1 = 3yz.

(Cesk4 rep., Jaroslav Svréek)

Riesenie. Predpokladajme, zZe ¢isla x, y, z vyhovuji zadaniu. Z prvej rovnosti trividlne
dostéavame = # 0 a podobne z ostatnych dvoch rovnosti mame vy, z # 0. Preto mozeme
rovnice prepisat na tvar

3z 3y 3z

223 4+ 1 293 + 1 223 +1
2= — xr =

Z tychto vyjadreni vyplyvaja implikacie
x>0 = 2z>0 = y>0 = x>0,

teda ak je ktorékolvek z ¢isel x, y, z kladné, su kladné aj zvy$né dve. Preto bud s
vSetky tri ¢isla kladné, alebo vSetky zaporné. Tieto dva pripady vysetrime osobitne,
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pricom v oboch rozboroch pouzijeme rovnosti, ktoré dostaneme vzajomnym odcitanim
dvojic zadanych rovnosti:

2(2° —y°) = 3a(z —y), (1)
2(y® — 23) = 3y(z — 2), (2)
2(2° —1%) =32(y — = (3)

> Pripad x,y,z > 0. Ak = > y, tak lavad strana (1) je kladn4, ¢ize aj pravé strana
je kladna, t.j. z > y. Potom je lava strana (2) zaporna, ¢ize aj prava je zaporna,
t.j. z > x. Potom je v8ak Tava strana (3) kladn&, ¢ize aj prava je kladna, t.j.
y > x, €o je v spore s uvodnym predpokladom. Zrejme rovnako dostaneme spor
z predpokladu x < y (vSetky nerovnosti sa len otoc¢ia). Nutne teda = = y a napr.
z (1) nésledne z =y = z.

> Pripad x,y,z < 0. Postupujeme podobne ako v predoslom pripade, avsak berieme
do tvahy zapornost ¢initelov pred zatvorkami na pravych stranach, takze zatvorky
na oboch stranach v kazdej rovnici maju opa¢né znamienka. Ak = > y, tak z (1)
vyplyva z < y. Z toho podla (2) mame z > z. Spolu teda z > y > z > x, ¢o je
spor. Pripad = < y vedie rovnako k sporu a znova dostavame x =y = z.

Ukézali sme, Ze vSetky tri ¢isla musia byt rovnaké. Vyhovujtce trojice uz nadjdeme lahko
vyrieSenim rovnice 223 4+ 1 = 322, ktorti mozno po prevedeni ¢lenov na jednu stranu
rozlozit na stéinovy tvar (2z + 1)(x —1)2 =0, t.j. = 1 alebo z = — 3

5.
Odpoved. Zadaniu vyhovuju trojice (1,1,1) a (—%, —%, —%)

T-2. Nech a, b, ¢ su kladné realne cisla, pre ktorée plati abc = 1. Dokadzte, Ze

V9 + 1602 4+ /9 + 1662 + /9 + 16¢2 = 3+ 4(a + b+ c).

(Nemecko)

RieSenie. Pri rieseni pouzijeme nasledovné pomocné tvrdenie: Ak pre kladné realne
¢isla x, y, z plati x + y 4+ z < 3, tak

Dokaz. Podla AG-nerovnosti pre Stvoricu ¢isel plati
3+x=1+1+1+z =4z
a analogicky 3 +y = 4y, 3+ z = 4+/z. Vynasobenim tjchto troch nerovnosti ziskame
(34 2)(3+y)(3+ 2) = 64 /zyz. (1)
Podla AG-nerovnosti pre trojicu ¢isel mame 3 > x 4y + 2z 2 3/xyz, z ¢oho vyplyva
1> Jxyz, takZe aj 1> xyz (2)
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a tiez ,
xy +yz+ zx = 3(xyz)s.

S vyuzitim tychto odhadov dostavame
B-2)B-y)B—-2) =98 -2 —y—2)+3(xy +yz + 2z) — Yz >
> 9(:Cyz)% —zyz = (xyz)§ (9 — Yzyz) > 8(1‘yz)§

a po vynasobeni s (1) vzhladom na (2) plati

11

(9 — 22)(9 — y*)(9 — 2?) > 512(xy2) 12 > 512zyz.

Z toho uz trividlne vyplyva dokazovana nerovnost.

Vratme sa k povodne zadanému tvrdeniu. Oznac¢me

x =9+ 16a? — 4a, y =19+ 1602 — 4b, 2 =1/9+ 16¢2 — 4ec.

Zrejme x,y,z > 0. Navyse
90— 22 =9 (9+16a%) — 16a> + 8a/9 + 1642 = 8a <\/9 + 1642 — 4a) = Saz

a podobne 9 — 3% = 8by, 9 — 22 = 8cz. Preto

9—22 9—y? 9—2?
T y 2

= 512abc = 512,

a aby sme nedostali spor s pomocnym tvrdenim, nutne musi byt = + y + z = 3. To je
vSak ekvivalentné so zadanou nerovnostou.

T-3. Nech n je kladné celé ¢islo. Uvazujme slovd dizky n zloZené z pismen mnoZiny
{M, E,O}. Oznacme a pocet tych slov, ktoré obsahuji pdrny pocet (maoze byt aj nulovy)
blokov ME a pdrny pocet (moze byt aj nulovy) blokov MO. Podobne oznacime b
pocet tych slov, ktoré obsahuji nepdrny pocet blokov M E a neparny pocet blokov MO.
Dokdzte, Ze a > b. (Polsko)

RieSenie. Ozna¢me A mnozinu slov dlzky n s parnym po¢tom blokov M E aj MO a B
mnozinu slov dizky n s neparnym poc¢tom oboch typov blokov. Uvazujme Iubovolné
slovo z B. Ked v tomto slove ndjdeme prvy blok M E alebo MO (ten, ktory sa vyskytne
skor) a nahradime ho druhym blokom, ¢ize zmenime F na O alebo naopak, v slove
sa pocet blokov jedného typu o jedna zmensi a pocet blokov druhého typu o jedna
vysledné slovo bude patrit do A. Takuto operaciu vieme vykonat s lubovolnym slovom
z B, pretoze kazdé také slovo obsahuje neparny, t.j. nenulovy pocet blokov oboch typov.

Pre kazdé slovo z A, ktoré vzniklo uvedenou operéciou, vieme spitne identifikovat
prvy blok M E alebo MO a zmenou E na O alebo naopak dostaneme pévodné slovo z B.
To znamena, ze kazdé slovo z B sa operaciou zmeni na iné slovo z A, z ¢oho okamzite
vyplyva |A| = |B|. Na zdévodnenie toho, Ze v skuto¢nosti dokonca |A| > |B|, si staci
uvedomit, ze v A existuju slova, ktoré nedostaneme opisanou operéaciou zo ziadneho
slova z B. Takymi slovami st zrejme tie, ktoré neobsahuju Ziadny blok M E ani MO
(podla zadania takéto slova patria do A); ich pocet je pre kazdé n nenulovy.



T-4. Nech p > 2 je prvocislo. Pre lubovolni permutdciu m = (w(1),7(2),...,7(p))
mnoziny S = {1,2,... ,p} oznacme f(m) pocet tych cisel spomedzi

w(1), 7(1) +7(2), ..., 7(1)+7(2) + ...+ 7(p),

ktoré su delitelné cislom p. Urcte priemernid hodnotu éisla f(m), ak uvaZujeme vsetky
permutdcie T mnoZiny S. (Madarsko)

RieSenie. Nech 7 je Tubovolnd permutacia. Uvazujme dalSich p — 1 permutécii mq,
T2, ..., Tp—1, kKtoré dostaneme z my postupnym zvécsovanim zloZiek o 1, pricom ¢islo p
namiesto zvic¢Senia na p + 1 nahradime ¢islom 1. Plati teda 7; (i) = mo(i) + j (mod p).
Spocitame, aka je priemerna hodnota f(7), ak uvazujeme len permutécie m, ...,
mp—1. Na to staci urcit, aky je pocCet nasobkov p medzi vSetkymi ¢islami v zozname

mo(1), mo(1) + mo(2), coey mo(1) + m(2) 4+ ... + mo(p),
m1(1), m1(1) + m1(2), vy m(1) +m(2) + .+ Ti(p), W
Tp—1(1), mp—1(1) +mp—1(2), ...y mpo1(1) +mp-1(2) + ... + mp_1(p)

a vysledok vydelif po¢tom riadkov, teda ¢islom p. Pre é&isla v k-tom stlpci zoznamu (1)
plati

mi(1) + 75 (2) + - + (k) = (mo(1) +7) + (70(2) +7) + -+ (mo(k) +j) =
=7o(1) +70(2) + - + mo(k) + kj (mod p).

Ak teda oznacime my(1) + mo(2) + -+ + mo(k) = sp, davaju &isla v k-tom stlpci
zoznamu (1) po deleni p rovnaké zvysky ako ¢isla

Sk, Sg+k, sg+2k, ..., Sp+ (p — 1)k‘. (2)

Ak k < p, su disla k a p nesudelitelné a zoznam (2) neobsahuje ziadne dve ¢isla
s rovnakym zvySkom po deleni p, pretoze ak j # j/, tak

(sk +jk) = (sx +j'k) = k(j = j') #0  (mod p).

V zozname (2) po deleni p sa potom kazdy zvysok objavi prave raz, ¢ize prave jedno
¢islo je v niom nasobkom p.

Ak k = p, tak s, = s, = mo(1) +70(2) +- - +mo(p) =142+ +p = ip(p+1), o
je pre p > 2 nasobkom p. V zozname (2) (resp. v poslednom stlpci zoznamu (1), ktory
obsahuje p totoznych ¢isel s,) s teda vsetky ¢isla nasobkom p.

Spolu je pocet nasobkov prvocisla p v zozname (1) rovny (p —1)-14+p=2p—1
a priemernd hodnota f(m) je rovna (2p — 1)/p. Tato hodnota nie je zavisla na zvolenej
permutacii . Pritom mnozinu vSetkych permuticii mnoziny S vieme rozlozit na p-prv-
kové triedy tak, ze v kazdej triede sa budi permutéacie 1iSif iba o posunutie zloziek
modulo p (rovnako ako permutécie m, ..., m,—1 opisané v uvode). Kedze pre kazdu
takl triedu vychadza priemerna hodnota f(7) rovna (2p—1)/p, je to zaroven priemerna
hodnota pre mnozinu vsetkych permutacii mnoziny S.



T-5. Nech K je stred strany AB daného trojuholnika ABC. Nech L a M si také body
leziace postupne na strandch AC a BC, pre ktoré plati |{CLK| = |{KMC|. Dokdzte,
ze kolmice na strany AB, AC a BC prechadzajice postupne bodmi K, L a M sa
pretinaji v jednom bode. (Polsko)

Riesenie. Oznac¢me P priesecnik osi strany AB s kolmicou na stranu AC' vedenou
bodom L.

Uvazujme najskor pripad, ze P lezi vnutri polroviny ABC (obr.2a). Body K,
L lezia na Téalesovej kruznici s priemerom AP. Z vlastnosti obvodovych uhlov nad
tetivou AK tejto kruznice potom vyplyva |[{ALK| = |{APK]|. Podla zadania

|LALK| = 180° — |4CLK| = 180° — |{KMC| = |{BMK]|

a zo sumernosti podla osi K P méame |{ APK| = |{BPK|. Spolu dostavame |{ BM K| =
= |{BPK], teda body K, B, M, P lezia na jednej kruznici. Kedze PK | KB, je BP
priemerom tejto kruznice a odtial PM 1 BM, teda kolmice zo zadania sa pretinaju
v bode P.

Obr. 2b

Pripad, ked P lezi v polrovine opa¢nej k polrovine ABC' (obr. 2b), vySetrime ana-
logicky. Z Talesovej kruznice nad priemerom AP vyplyva |{ALK| = 180° — |{APK|,
takze postupom z predoslého pripadu odvodime vztah [{BMK| = 180° — |{BPK|,
z ¢oho vzhladom na polohu bodov P, M v roznych polrovinach uréenych priamkou BK
vyplyva, ze K, B, M, P lezia na jednej kruznici. Zaver je rovnaky ako v prvom pripade.

Specidlny pripad, ked P = K, vedie k zaveru trividlne — vtedy |{BMK| =
= |{ALK| = 90°, teda zadané kolmice sa pretinaju v bode K.

T-6. Nech ABCD je konverny Stvoruholnik, ktorého Ziadne dve strany mie su rovno-
bezné, pricom |LABC| = |LCDA|. Predpokladajme, Ze priesecniky dvojic osi uhlov
pri susednyjch vrcholoch $tvoruholnika ABCD tvoria stvoruholnik EFGH. Nech K je
priesecnik uhlopriecok stvoruholnika EFGH . Dokazte, Ze priesecnik priamok AB a CD
lezi na kruznici opisanej trojuholniku BK D. (Chorvatsko)

Riesenie. Predpokladajme, ze oznacenie bodov E, F', G, H je zvolené tak ako na obr. 3.
Priesec¢nik priamok AB a C'D oznac¢me U a priese¢nik priamok AD a BC oznaCme V.
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Bod H je priesecnikom osi uhlov DAB a ADC, preto je — v zavislosti od toho,
¢ U lezi na polpriamke AB alebo BA — bud stredom kruZnice vpisanej trojuholniku
ADU alebo stredom kruznice pripisanej k strane AD trojuholnika ADU. V oboch
pripadoch lezi na osi uhla AU D. Analogicky bod F lezi na osi uhla BUC, ktory je vSak
totozny s uhlom AU D. Uhlopriecka H F stvoruholnika EFGH je teda osou uhla AUD.
Rovnakou uvahou odvodime, ze EG je osou uhla AV B. Takze K lezi na priesecniku
osi uhlov AUD a AV B.

Obr. 3

Oznacme |{BAD| = a a |£{ABC| = |{CDA| = 8. Ak a + < 180°, lezia body
U, V v polrovine BDC, ak a + 8 > 180, lezia v polrovine BDA (pripad o + 8 = 180°
vzhladom na roznobeznost stran AB, C'D nastat nemoze). V oboch pripadoch lezia
body B, D v tej istej polrovine urcenej priamkou UV, a kedze |{UBV| = |[{UDV| =
= 180° — j, lezia body U, B, D, V na jednej kruznici, ktort oznac¢me k. Uhly DV B,
DU B nad tetivou DB kruznice k maji rovnaki velkost! a preto maji rovnaki velkost
aj prislusné poloviéné uhly, t.j. |{KV B| = |{KUB|. Z toho vyplyva, Ze body U,
B, K, V lezia na jednej kruznici (zrejme K a B lezia v tej istej polrovine urcenej
priamkou UV'). Tato kruznica je totozna s kruznicou k, pretoze s nou méa spolo¢né
body U, B, V. Na k teda lezi vSetkych pif bodov U, B, K, D, V', z ¢oho uz trividlne
dostaneme dokazované tvrdenie.

T-7. Najdite vSetky trojice (x,y, z) celych kladnych éisel také, Ze
af +yt =27,
z¥ +2012 = y* 1.
(Litva)

Riesenie. Predpokladajme, ze x, y, z vyhovuju zadaniu. Rozoberieme dva pripady
podla parity ¢isla z.

! Rovnost velkosti uhlov DV B, DUB mo#no odvodit aj bez kruZnice k z podobnych trojuholnikov
ADU, ABV — kazdy z nich mé dva uhly s velkostami «, 8 (resp. 180° — «, 180° — 3, ak U, V lezia
v polrovine BDA), ¢éize st podobné podla vety uu.
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Ak z je nepéarne, tak Tava strana druhej rovnice je neparna, takZe y je neparne.
Lava strana prvej rovnice je potom parna a teda z je parne. Z druhej rovnice zjavne
y # 1, ¢ize y = 2 a prava strana prvej rovnice je delitelnd Styrmi. Ak celi ststavu
prepiSeme v zvyskoch po deleni $tyrmi, nakolko aj 4 | 2012, dostaneme

Y +y* =0 (mod 4), ¥ =y*™ (mod 4).

Dosadenim za z¥ z druhej kongruencie do prvej mame y*™1 + y® = 0 (mod 4). Tomu
vSak nevyhovuje ziadne neparne y, pretoze ak y = 1 (mod 4), tak

Tyt =17 11" =2 (mod 4)
a ak y = 3 (mod 4), tak vzhladom na neparnost = aj z + 1 plati

yz+1 + yx = 3Z+1 + 3% = (_1)Z+1 + (_l)m —_9=29 (mod 4)

Ak x je parne, je Tava strana druhej rovnice parna, takze y je parne. Z prvej rovnice
potom aj z je parne, t.j. z = 2. Prava strana druhej rovnice je teda delitelnd 6smimi.
Ak by bolo y > 2, bolo by aj x¥ delitelné 6smimi, a kedze 8 1 2012, druha rovnica by
nemohla byt splnend. Nutne teda y = 2 a stustava sa redukuje na tvar

2?42 =22 2?2012 =27 (1)

Podla prvej z tychto rovnic 22 > 2, teda z > x, takze 2°T! > 2*T1 3z &oho podla
druhej z rovnic z? + 2012 > 2*T1, TLahko sa dosadenim presvedéime, Ze pre x = 12
tato nerovnost neplati a matematickou indukciou dokaZeme, Ze neplati ani pre ziadne

..........

2% 4 2012 sa zvics iba ¢-krat, pricom

(z +1)% 4 2012 27 +1 +1 3
_ =14+ ——" — 14+ — T ]+ <9
22 4 2012 T2 01 +:1;—|—2(2U—12 7

Ostéva pripad = < 12, t.j. = € {2,4,6,8,10}. Pre tieto hodnoty je ¢éislo z = Va2 + 2¢
celym jedine ak x = 6, vtedy z = 10. Lahko sa presved¢ime, Ze potom je splnena aj
druhé rovnica v (1).

Odpoved. Jedinou vyhovujicou trojicou je (6,2, 10).

T-8. Pre lubovolné celé kladné cislo n oznac¢me d(n) pocet kladnych delitelov ¢isla n.
Zistite, ¢i existuji celé kladné ¢isla a a b také, Ze d(a) = d(b) a d(a?) = d(b?), ale
d(a®) # d(b3). (Ceské rep., Michal Rolinek)

Riesenie. Cisla s vlastnostami zo zadania existujia. Okrem prikladov takjch dvojic
uvedieme aj postup, ako ich mozno objavit.

Pripomenme znadmy vzorec, ze ak cislo n ma rozklad na sucin prvocisel n =
= pps? ... pp¥, tak d(n) = (a1 + 1)(az + 1)... (ay + 1).2 Podla tohto vzorca mame

? Vzorec mozno odvodit takto: kazdy delitel &isla n mé tvar p{*p5?...p.*, pricom 0 < a; < oy,
kazdé a; teda moéze nadobudat (a; + 1) roznych hodnét, celkovo potom exponenty ai, ..., ag
mozno kombinovat (a3 + 1)(a2 + 1) ... (ax + 1) sposobmi.

10



tiez d(n?) = (2a; +1)...(2ax + 1) a d(n®) = (3ay + 1) ... (3ax + 1). Pre skritenie
zapisu oznacme «; + 1 = 3;. Potom

dn)=pB1...8k, dn?) =281 —1)...(26r — 1), d(n®) = (381 —2)...(38, —2).
Uvazujme dvojice
(2,3), (3,5), (4,7), (8,15), (18,35), (32,63). (1)

Vsetky st typu (m,2m — 1) pre vhodné m a rozklad na saéin prvocisel kazdého
z dvandstich ¢isel v uvedenych dvojiciach obsahuje len prvoéisla z mnoziny {2, 3,5, 7}.
Cisla a, b budeme hladat v takom tvare, aby exponenty z ich rozkladov zviésené o 1, t. .
prislusné hodnoty f;, boli spomedzi ¢isel nachadzajicich sa na prvych zlozkach dvojic
v (1); prislusné hodnoty 23; — 1 potom budi na druhych zlozkach. Rovnosti d(a) = d(b)
a d(a®) = d(b*) prepisme na tvar d(a)/d(b) = 1 a d(a?®)/d(b?) = 1. Snazime sa teda
najst celé ¢isla u, v, w, x, y, z také, ze

24 .3V . 4% . 8% . 18Y . 327 =1 a 3“.5Y. 7% . 15" - 35Y . 63% = 1. (2)
Kladné ¢isla zo Sestice (u,v,w,x,y,2) spliajicej (2) pouZijeme na vytvorenie ¢isla a,

zaporné na vytvorenie ¢isla b.
Rovnosti (2) upravime na tvar

2u+2w+3m+y—|—5z . 3v+2y — 1, 3u+w+2z . 5v+a:—|—y . 7w+y—|—z — 1,
Cize

u+2w+3r+y+52=0,

v+ 2y =0,
u+z+2z=0,
v+x+y=0,
w+y+z=0.

Tato sustava piatich linearnych rovnic o Siestich nezndmych méa okrem trividlneho
rieSenia u = v = w = z = y = z = 0 (ktoré na vytvorenie vyhovujucich a, b pouzit nedo-
kézeme) nekonecéne vela dalsich rieSeni, ktoré mozno lahko néjst postupnou eliminaciou
neznamych. VSeobecné riesenie ststavy je (u,v,w,z,y,z) = (t,—2t,0,t,t, —t), kde ¢ je
realny parameter. Pre i¢ely nasho postupu staci zobraf nejaké celociselné rieSenie, napr.
(u,v,w,x,y,z) = (1,-2,0,1,1,—1). Podla (1) nasledne na zaklade kladnych hodnot
u=x =1y =1zvolime f; =2, B3 =8, B3 = 18 a zo zapornych hodndét v = -2, z = —1
uréime f1 = G5 = 3, 55 = 32. Vzhladom na postup plati

B1B2B3 = B1BaBs,  (2B1 —1)(262 — 1)(283 — 1) = (261 — 1)(285 — 1)(285 - 1)  (3)
a fahko mozno nahliadnut, ze (381 —2)(382 —2)(385 —2) # (381 —2)(385 —2)(355 — 2).

Cislami vyhovujticimi zadaniu st teda napr.
a:21_37_517 b:22‘32'531
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(trojice prvocisel v zdkladoch mozeme samozrejme volit lubovolne).

Iné rieSenie. Podobne ako v prvom postupe budeme hladat 3;, 3! splhajtce (3).
Pokiisime sa ich najst v tvare

/81 = pq, /82 =T, /83:87 /81 =D, /Bé = q, /Bé:’I“S

pre vhodné prirodzené &isla p, g, r, s. Prva rovnost z (3) je pri takomto vyjadreni
splnend trividlne, pre splnenie druhej rovnosti musi platit

(2p—1)2¢—-1) _(2r-1)(2s 1)

2pqg — 1 2rs — 1

Ozna¢me V(m,n) = (2m — 1)(2n — 1)/(2mn — 1). Nasim cielom je najst dve rozne
dvojice {m,n}, pre ktoré tento vyraz nadobtida rovnaki hodnotu. Upravou dostavame

V(m,n):4mn—2m—2n+1 _2_2m+2n—3‘

2mn — 1 - 2mn — 1

Hladajme také m, n, ze V(m,n) = 2 — 1/k pre nejaké prirodzené ¢islo k. Po uprave
ziskame ekvivalentné vyjadrenie

(m —K)(n — k) = 5(2k ~ 1)(k — 1).

Dosadenim povedzme k = 5 (na pravej strane predoslej rovnosti vtedy bude celé ¢islo
a zarovein nie prvocislo) dostaneme

(m —5)(n—>5)=18.
RieSenim tejto rovnice st napriklad dvojice (6,23), (7,14), stadi teda zvolit p = 6, ¢ =
= 23,7 =7, s = 14, z éoho dostavame (po presvedceni sa, ze d(a®) # d(b?)) vyhovujicu
dvojicu

a = 26~23—1 . 37—1 . 514—1 — 2137 . 36 . 513, b= 26—1 . 323—1 . 57~14—1 — 25 . 322 . 597.
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