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61. ro¢nik Matematickej olympiady
2011/2012 Riesenia tloh ¢esko-polsko-slovenského stretnutia

1. Pre dané€ kladné celé ¢islo n oznaéme 7(n) pocet kladnych delitelov ¢isla n a @(n)
pocet kladnych celyjch éisel, ktoré mie s vicsie ako n a si s n nesiudelitelné. Ndjdite
véetky n, pre ktoré je niektoré z troch cisel n, 7(n), p(n) aritmetickym priemerom
zvy$nych dvoch. (Peter Novotny)

Riesenie. Kedze 7(1) = ¢(1) = 1, hodnota n = 1 zadaniu vyhovuje. Dalej predpokla-
dajme, ze n > 1. V takom pripade zrejme 7(n) < n a ¢(n) < n, takze n nemdze byt
aritmetickym priemerom ¢isel 7(n) a ¢(n). Rozoberieme preto dve moznosti.

Pripad 1. Nech 7(n) = 1(¢(n) + n). Potom 7(n) > in. Pre kazdy delitel d ¢isla n je
aj n/d delitelom n. Aspon jedno z ¢isel d, n/d je mensie alebo rovné /n, teda mnozina
{1,2,...,[v/n]} obsahuje aspoti polovicu! delitelov ¢isla n. Z toho vyplyva nerovnost

27(n) £ /n, odkial mame

1 1
2v/n = 7(n) > 3" = 4n > ZnQ = 16 > n.
Pre 1 < n < 16 spo¢itame hodnotu 7(n), skontrolujeme podmienku 7(n) > in a vo
zvy$nych maélo pripadoch dopoc¢itame ¢(n):

n 21314567819 ]1011]12]13|14]|15
7(n) 2512|3242 43426244
T(n) > 1in? VIVI|V|x]|Vv]Xx
o(n) 11212 2
T(n) =1(p(n)+n) 7 | x | x |V v

Zistili sme, ze v tomto pripade vyhovuji zadaniu jedine n =4 a n = 6.

Pripad 2. Nech p(n) = 3(7(n) 4+ n). Upravime tento vztah na

7(n) = 2¢(n) —n. (1)

Ak n je parne, tak ziadne parne &slo nie je nestdelitelné s n, ¢ize p(n) < in. Potom
v8ak z (1) dostaneme 7(n) < 0, ¢o je spor. Preto n musi byt nepéarne. Z (1) nésledne
vyplyva, Ze aj 7(n) musi byt neparne, ¢o znamend, %e n je druhou mocninou celého
(nepéarneho) ¢isla. Predpokladajme, Ze rozklad na sucin prvocisel ¢isla n je

n=pi™ o™, k21, piz3, ezl

Na zaklade znamych vzorcov? pre vypocet 7(n) a ¢(n) upravime (1) na

(2a1+1) (20k+1) :2p%a1—1(p1 _1).”'.piak—l(pk_1)_p?al .”..piak =
=pi T 20pr — 1) (e — 1) =P k).

! Presne polovicu obsahuje prave vtedy, ked n nie je druhou mocninou celého é&isla.
2 Ak m=pit ... ppF, tak 7(m) = (a1 +1)...(ap + 1) a o(m) =m(1l —1/p1)...(1 — 1/pg).
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2 . . / P — 2 —1 v . , ’ s
Pravé strana je delitelna siéinom pi**~' . ... . p?** ! takze aj favA nim musi byt

delitelna. Z toho dostavame
pre i < (200 1) - (20 + 1), (2)

Avsak pre kazdé celé &isla p = 3 a a = 1 plati nerovnost p?*~1 > (2a + 1), pricom
rovnost nastdva jedine pre p = 3 a a = 1. To dokdZeme matematickou indukciou
vzhladom na «: Pripad @ = 1 je trividlny (s rovnostou nastavajticou jedine pre p = 3)

............... v

a ked o zviadsime o 1, prava strana sa zvacési o 2, zatial do Tava strana sa zviacsi aZ
) )

napravo a vSetky ¢initele st kladné. jediny sposob, ako splnif nerovnost (2), je polozit
k=1 p =3, a; =1, ¢ize n = 9. V takom pripade naozaj dostavame 7(9) = 3
a p(9) = 6, t.j. rovnost (1) je splnena.

Odpoved. Zadaniu vyhovuju hodnoty n € {1,4,6,9}.

2. Ndjdite vietky funkcie f : R — R také, Ze rovnost
fla+f(y) — fla) = (@ + f(y)* —2*

plati pre vietky x,y € R. (Kamil Duszenko)
RiesSenie. Zadani rovnost prepiSseme na ekvivalentny tvar
fla+fy) = (@+ fy)* —2* + f(2). (1)
Dosadme do (1) z = —f(z), y = z:
F(0) = —(f(2))* + f(=f(2)) pre vietky z € R. (2)

Ked do (1) dosadime x = —f(2), s vyuzitim (2) dostdvame
FUf@) = f(2)) = (fly) = F()* = (F)* + f(=F(2)) = (f(y) = F(2))* + £(0)

pre vSetky y, z € R. To znamen4, Ze ak sa ¢islo t d& vyjadrit ako rozdiel dvoch hodnét
funkcie f, t.j. t = f(y) — f(2) pre nejaké y, 2 € R, tak f(t) = t* + f(0). UkdZeme, Ze
ak f nadobuda nejakit nenulovii hodnotu, tak kazdé cislo je rozdielom nejakych dvoch
hodnét funkcie f.

Nech f(a) = b # 0. Dosadenim y = a do zadanej rovnosti obdrzime

fla+b) = fz) = (z+0)* —a™.

KedZe b # 0, vyraz na pravej strane je v premennej x mnohoclenom stupiia 3, a preto
jeho oborom hodnét je celd mnozina R. Z toho vyplyva, Ze aj lava strana, na ktorej je
rozdiel dvoch hodnét funkcie f, nadobida pre x € R vSetky realne hodnoty. Spojenim
zistenych vlastnosti dostavame f(t) = t* + f(0) pre vsetky ¢ € R. Llahko moZno overit,
7e vetky funkcie tvaru f(z) = 2* + k splhajt zadanti rovnost.
Konstantna nulova funkcia ocividne takisto vyhovuje.

Odpoved. Riesenim tlohy st funkcie f(z) = 0 a f(z) = 2* + k pre Iubovolny realny
parameter k.



3. Dany je tetivovy stvoruholnik ABCD s opisanou kruZnicou w. Oznacme postupne
1, J, K stredy kruznic vpisanych do trojuholnikov ABC, ACD, ABD. Nech E je stred
oblika DB kruznice w obsahujiceho bod A. Priamka EK pretina kruznicu w v bode F
(F # E). Dokazte, zZe body C, F, I, J lezia na jednej kruznici. (Kamil Duszenko)

RieSenie. Nech M, N st postupne stredy oblikov AB, AD (neobsahujtcich Ziadne
iné vrcholy stvoruholnika ABC D). Ako vieme, stred I kruznice vpisanej trojuholniku
ABC lezi na priamke C'M (ktora je osou uhla BC'A, ¢o vyplyva zo zhodnosti velkosti
obvodovych uhlov nad zhodnymi tetivami AM a BM), podobne J lezi na CN a K lezi
na BN. Navyse plati

|MI| = [MA|=[MB| a |[NJ|=|NA|=|ND|=|NK| (1)

(tieto zname rovnosti vyplyvaji z jednoduchého vyjadrenia velkosti uhla AIB z troj-
uholnika AIB a velkosti uhla AM B, resp. z analogickych vyjadreni pre body J, K).

Poznamenajme, ze bod K nutne lezi vnuatri rovnoramenného trojuholnika BDFE
(pretoze lahko mozno odvodit nerovnosti |[{BDK| < |{BDE| a |{DBK| < |{DBE)|),
a teda priamka E'K pretina tisecku BD a bod F lezi v polrovine BDC' (obr. 1).

D

Obr. 1

Uvazujme oblik BD kruznice w obsahujtci bod A. Bod E je jeho stredom a body
M a N su stredy kratsich oblukov BA a AD, ktorych zjednotenim je obluk BD. Z toho
vyplyva, Ze obliky BM a EN majta rovnaka dizku (a podobne aj obluky M E a ND).
Z obvodovych uhlov potom

|{BFM| = |{EFN|=|{KFN]. (2)
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Taktiez plati
|{BMF|=|{BNF|=|{KNF|.

Z rovnosti (2) a (3) dostavame podobnost trojuholnikov M BF a NKF, preto

IMB| |NK|

IMF|  |[NF|’
¢o s vyuzitim (1) upravime na

|MI|  |NJ|

IMF|  |NF|’

Z toho vzhladom na rovnosti
| LIMF|=|{CMF|=|{CNF|=|{JNF|
vyplyva podobnost trojuholnikov MIF a NJF, odkial
|LIFM| = |{JFN| a |LIFJ| = |{MFN|.

Spolu mame

|LIFJ| = |{MFN|=|{MCN| = |LIC/J]|,
teda body C, F, I, J lezia na jednej kruznici.

4. Dany je pravouhly trojuholnik ABC' s preponou AB a bod P leziaci vnitri kratsieho
oblika AC kruznice opisanej trojuholniku ABC'. Kolmica na priamku C'P prechddzajica
bodom C' pretina priamky AP, BP postupne v bodoch K, L. Dokdzte, Ze pomer obsahov
trojuholnikov BKL a ACP nezdvisi od polohy bodu P. (Tomas Jurik)

RieSenie. V rieseni budeme pre obsah trojuholnika XY Z pouzivat oznacenie Sxyz.

K

Obr. 2



Nech PR je priemer kruznice opisanej trojuholniku ABC' (obr. 2). Zrejme ARBP
je pravouholnik. KedZe strany BR, PA st rovnobezné, mame Sppx = Sprk, odkial

SerrL = SLPR.

Z rovnosti |PA| = |BR| vyplyva |{PCA| = |{BPR| = |{LPR|.

Stvoruholnik CPAR je tetivovy, takze |[{CAP| = |{CRP| a teda trojuholniky
LPR a PCA st podobné.

Napokon dostavame

SBKL . SACP = SLPR . SACP = |PR|2 . |AC|2 = ‘AB|2 . |AC|2,

¢o je hodnota nezavisla od polohy bodu P.

Iné rieSenie. Velkosti stran a uhlov trojuholnika ABC' oznac¢ime zvyc¢ajnym spdsobom.
Dalej oznac¢ime ¢ = |{PAC| (obr.3). Potom |[{CPB| = a, |[{PBC| = ¢, |[{LCB| =
= |[{ACP| = |[{ABP| = B — ¢, |{BLC| = |£APC| = 90° + «, |AP| = ccos(a + ¢),
|BP| = csin(a+ ¢), |[{PKL| = a.

Obr. 3

Zo sinusovych viet pre trojuholniky BC'P a BC'L mame

|BC|siny  asing

|CP| = _ —
sin «v sin «
BL| = |BC|sin(B — ¢) _ acos(a + )
sin(90° + «) cosa

Dalej

|PL| = |BP| — |BL| = csin(a + ¢) — acos(at+¢) _
cos

csin(a + ) cosa — csinacos(a +¢)  csingp

cos & cosa

KL| = |PL| __csing

sinae  sinacosa
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Pomer obsahov trojuholnikov je

Skrp _ 31BL|-|KL|-sin(90° +a) _|BL|-|KL| _““gekre. qosues
SAPC’ %’AP| . |OP| . sin(90° + Oé) ‘AP‘ . |CP| CCOS(O{ + (P) . as?il—ncf c052 a’

velkost uhla « je zrejme nezavisla od polohy bodu P.

Pozndmka. Predoslé rieSenie mozeme skratif, ked si vSimneme, Ze z velkosti uhlov
vyplyva podobnost trojuholnikov BLC a APC' (obr. 3). Z toho |BL|/|AP| = |LC|/|PC|
a zadany pomer mozno vyjadrit vztahom

SkLB _ |BL|-|KL| _ |LC| - |KL|
Sapc  |AP]-|CP] |PC?

Z pravouhlého trojuholnika K LP s vyskou PC méame podla Euklidovej vety o strane
|LC| - |KL| = |LP|?, odkial

SKkLB B |LP|2 - 1
Sapc  |PC|2  cos?a’

5. Mesto Mar del Plata md tvar $tvorca WSEN a je rozdelené 2(n + 1) ulicami na
n x n blokov, pricom n je dané pdrne cislo (ulice vedi aj po obvode Stvorca). KaZdy
blok ma rozmer 100 x 100 metrov. Vsetky ulice v Mar del Plata su jednosmerné, maji
rovnaky smer v celej svojej dizke a susedné rovnobeiné ulice maji vidy opacny smer.
Ulicou W S sa jazdi v smere z W do S a ulicou WN sa jazdi z W do N. V bode W
Startuje polievacie auto. Chce sa dostat do bodu E a poliat pritom ¢o najviac ciest. Akd
je dlZka najdlhsej trasy, ktori moze prejst, ak po Ziadnom 100-metrovom useku nechce
ist viac ako raz? (Na obr./ je pre n = 6 zndzorneny plin mesta a jedna z mozngch
— nie v$ak najdlhsich — trds polievaciecho auta. Poz. tieZ hitp://goo.gl/maps/JAzD.)

(Peter Novotny)



Riesenie. Kazdy 100-metrovy tsek ulice medzi dvoma krizovatkami budeme nazyvat
$ipka. Sipku, ktord méa rovnaky smer ako ulica W.S alebo WN (t.j. d4 sa po nej ist
juhovychodnym alebo severovychodnym smerom), budeme nazyvat doprednd, inak ju
nazveme spdtnd.

V rieSeni pouzijeme nasledovni zrejmu lemu: Uvazujme lubovolné rozdelenie mno-
ziny vSetkych krizovatiek na dve disjunktné mnoziny A a B také, ze W € A a E € B.
pozdlz sipok z B do A.

Rozdelme vSetky krizovatky mesta Mar del Plata na dve mnoziny A, B zvislou
(t.j. severo-juznou) priamkou spajajicou dva body vzdialené 100k + 50 metrov od W
— jeden na ulici W N a druhy na ulici WS — pre nejaké k € {0,1,... ,n—1}. Na obr. 5a
a bb je znazornené rozdelenie pre k = 3, resp. k = 4.

Obr. ba Obr. 5b

Ak k je neparne, tak deliaca priamka pretina k + 1 doprednych Sipok (idtcich z A
do B) a k + 1 spitnych sipok (idtcich z B do A). Aj keby auto preslo pozdlz vsetkych
k + 1 doprednjch §ipok, podla lemy by preslo len pozdlz k spétngch sipok. Preto aspoi
jedna spétna sipka ostane nepoliata.

Ak k je parne a k = 2, tak deliaca priamka pretina k + 2 doprednych Sipok
a k spiatnych Sipok. Dve najsevernejSie dopredné Sipky prefaté priamkou zacinaju
v krizovatke, ktord mé len jednu vchadzajiacu Sipku. Tato krizovatku dokaze auto prejst
len raz, takze aspon jedna z dvoch najsevernejsich doprednych Sipok ostane nepoliata.
To isté plati pre dve najjuznejsie dopredné sipky. Existuje teda nanajvys k£ doprednych
Sipok, ktorymi auto prejde, a podla lemy nanajvys k — 1 spétnych Sipok. Spolu méame
na tejto tirovni aspon 3 nepoliate sipky.

Pre ¥ = 0 mame len dve dopredné Sipky zacinajice vo W pretaté deliacou
priamkou. Oc¢ividne iba jednou z nich méZe auto prejst, druhéd ostane nepoliata.

Podobnym spésobom rozdelime krizovatky zvislymi priamkami spajajacimi dva
body vo vzdialenostiach 100k + 50 metrov od E — jeden na ulici SE, druhy na ulici NFE
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—pre k € {0,1,...,n — 1}. Situacia je znézornené na obr.6a a 6b pre k = 3, resp.
k=4.
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Obr. 6a Obr. 6b

Ak k je neparne, deliaca priamka pretina k + 1 doprednych a k + 1 spétnych Sipok;
aspon jedna zo spatnych Sipok ostane nepoliata.

Ak k je parne a k = 2, tak deliaca priamka pretina k + 2 doprednych a k spitnych
sipok. Dve najsevernejsie dopredné sipky koncia v krizovatke, odkial vychadza iba jedna
sipka, takze aspon jedna z nich ostane nepoliata. To isté plati pre dve najjuznejsie
dopredné Sipky. Opiaf mame nanajvys k doprednych a nanajvys k — 1 spétnych Sipok,
pozdlz ktorych auto prejde, ¢iZe na tejto Grovni ostani aspoit 3 nepoliate Sipky.

Pre £ = 0 mame dve dopredné sipky konciace v F, jednu z nich auto prejde, druha
ostane nepoliata.

Pre kazdé neparne k méame jednu, pre kazdé parne k = 2 tri a pre k = 0
jednu nepoliatu Sipku a cely postup sa zopakoval dvakrat. Kedze n je parne a k €
€ {0,1,... ,n— 1}, dokopy méme

2(n+3(3n—1)+1)=4n—4

nepoliatych sipok. Celkovy pocet Sipok je n - 2(n + 1), takze auto nedokaze poliat viac
ako
n-2m+1)— (4n—4) =2n* - 2n +4

sipok.

Na druhej strane, existuje mnoho tras auta pozostavajucich z 2n? — 2n + 4 sipok.

Jedna je nacrtnutd na obr.7 pre n = 6. Ked pouZijeme rovnaky vzor vo vSeobecnom
pripade, trasa bude rozdelena na %n Casti krizovatkami leziacimi na ulici WS vzdiale-

nymi 200k metrov od W pre k =1,2,..., %n —1.
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Obr. 7

Prvych %n—l Casti sa lisi len posunutim. Kazdéa z nich pozostava z n sipok majuicich
rovnaky smer ako W N, z n sipok opa¢ného smeru ako WN a 2(n — 1) sipok kolmych
na WN. Posledné ¢ast pozostava z n Sipok majucich rovnaky smer ako WN a 2(n+1)
sipok kolmych na W N. Celkovy pocet sipok na trase je

n—1D)(2n+2n—-1) +n+2(n+1)=2n%—2n+4.
(zn—1)( (n—1)) (n+1)

Odpoved. Dlzka najdlhSej moznej trasy polievacieho auta je 15(2n* — 2n + 4) km.

6. Kladné redlne ¢isla a, b, ¢, d spliaji podmienky
abed = 4, a2+ b+ +d%=10.
Urcte najvdcsiu mozni hodnotu vyrazu ab 4 be + cd + da. (Jan Mazak)
Riesenie. Oznac¢me V = ab + bc + cd + da. Urcime najvicsiu mozni hodnotu vyrazu
V= (a+c)?(b+d)? = (a® + & + 2ac)(b* + d* + 2bd). (1)

Vyraz V je ,cyklicky“ — jeho hodnota sa nezmeni, ak hodnotu a zmenime na b, b
na ¢, cna d a d na a. Kedze ac-bd = 4, aspon jedno z ¢isel ac, bd je aspon 2. Vzhladom
na cyklickost bez ujmy na vSeobecnosti mdézeme predpokladat, Ze bd = 2.

Zo zadanych rovnosti odvodime ac = 4/bd, a®+c?> = 10— b? — d? a tieto vyjadrenia
dosadime do (1):

V2= (10—b2—d2+§> (b% + d* + 2bd) =

bd

8(b? + d?)
bd
Oznaéme P = b? 4+ d? a (Q = bd; potom zrejme P = 2(Q) a podla predpokladu Q = 2.
Po dosadeni do (2) pokracujeme v tpravéch:

P
V2:10P+20Q+%+16—P2—2PQ:

=10(b* + d?) + 20bd + +16 — (b* 4 d?)* — 2bd(b* + d?).  (2)

= —(P? —10P +25) + (41 —2PQ +20Q + %) —

= —(P-5)?2+ [P (%—2@2) +41+20Q].
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Zrejme —(P — 5)?2 < 0. Z podmienky Q = 2 vyplyva 8/Q —2Q < 8/2 —2-2 = 0,
takze vyraz v hranatych zatvorkach je nerasticou linearnou funkciou v premennej P
a nadobuda svoje maximum pre najmensie mozné P. Vzhladom na P = 2() dostavame

vﬂng(%—aQ>+4L+mQ=—4@”+%Q+57=—@Q—5P+32§82

Na zéaver sta¢i najst kladné redlne ¢isla a, b, ¢, d také, ze V = 1/82. Rovnost
nastava, ked P = 2Q) = 5, ¢o je splnené pre b = d = %\/ 10. Cisla a, ¢ splhaji a® + ¢ =

=5, ac = 8/5, teda
fa.c) = VAL —3 V41 +3
I v s [

Odpoved. Najvicsia moznéa hodnota vyrazu ab + be + cd + da je +/82.

10



