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1. Dany je trojuholnik ABC'. Oznacme J stred kruzZnice pripisanej k strane BC. Tdto
kruznica sa dotyka strany BC v bode M a priamok AB, AC postupne v bodoch K,
L. Priamky LM a BJ sa pretinaji v bode F, priamky KM o CJ v bode G. Nech S
je priesecnik priamok AF, BC a T priesecnik priamok AG, BC. Dokadzte, Ze M je
stredom usecky ST . (Grécko)

Riesenie. Oznac¢me velkosti uhlov pri vrcholoch A, B, C' postupne 2«a, 23, 2. Uhly
AKJ a ALJ su pravé, preto K aj L lezia na Talesovej kruznici k s priemerom AJ.
Klacovym pozorovanim je to, ze aj body F a G lezia na tejto kruznici. To teraz
dokazeme.

Bod J lezi na osi uhla C AB, preto uhol LAJ mé velkost «.. Staci dokézat, Ze aj uhol
LFJ ma velkost o (body A a F lezia v tej istej polrovine vzhladom na priamku J L, lebo
polpriamka opacné k M L, na ktorej lezi bod F', lezi cela v polrovine BC'A). Bod J lezi
na vonkajsich osiach uhlov pri vrcholoch B a C, preto uhol CM L mé velkost v a uhol
M BJ ma velkost 90° — . Z trojuholnika BM F' dostaneme, ze |[{LFJ| = |{MBJ| —
— |ABMF|=90°— 3 —~ = a, ¢ize bod F lezi na kruznici k. Analogicky dokazeme, Ze
aj G lezi na k.

Obr. 1

KedZe bod F' lezi na kruznici k, je priamka AF kolmé na F.J. Lenze F'J je osou
vonkajsieho uhla pri vrchole B a KM 1 FJ, preto je tiseCka SM osovo simerna
s useckou AK, a vdaka tomu |SM| = |AK|. Analogicky |TM| = |AL|. Avsak AK aj
AL st doty¢nice k pripisanej kruznici so stredom J, ¢ize |AK| = |AL|. Preto |[SM| =
= |[MT)| a teda bod M je stredom tsecky ST



2. Dané je celé c¢islo n = 3. Nech as, as, ..., a, st kladné redlne cisla splriajice
asas - --a, = 1. DokdZte, Ze

(1+a2)*(14+az)®--- (1 +ap)" >n"

(Australia)

Riesenie. Keby sme priamociaro pouZili nerovnost medzi aritmetickym a geometric-
kym priemerom na kazdy sucet na lavej strane, dostaneme jej dolny odhad, v ktorom
sa mocniny ¢isel as, as, ..., a, liSia, a teda nebudeme méct priamo vyuzit vizbu. Preto
pred pouzitim tejto nerovnosti vhodne cleny ,navazime“. Dostaneme odhad

k k
ra)t = (=Dt +a) 2 o

platny pre kazdé celé ¢islo k = 2. Rovnost v tomto odhade nastava pre ar, = 1/(k — 1),
¢o je pre k > 2 menej ako 1.
Vynéasobenim takyjchto odhadov pre k € {2,3,... ,n} dostaneme

(1+ a2)2(1 + a3)3 . (I+a,)™ 2n"azas...a, =n".

Rovnost v8ak nemdZe nastat: ak by nastala, tak as = 1 a ag by bolo mensie ako 1 pre
vSetky k = 3, to je vSak pre n = 3 spor s podmienkou asas . ..a, = 1.

Iné riesenie. Matematickou indukciou dokaZeme nasledujuice silnejsie tvrdenie:
(14 az)* (1 +a3)®...(1+a,)" 2 n"asas...an,

pri¢om rovnost nastava prave vtedy, ked zaroven plati ap = 1/(k — 1) pre kazdé k €
€{2,3,...,n}.

Pre n = 2 je nerovnost (1 + a)? = 4ay ekvivalentnd s (az — 1)® = 0; rovnost
nastane pre as = 1.

V druhom kroku nam po vyuziti indukéného predpokladu staci dokazat, ze

(TL + 1)n+1

(1 + an+1)n+1 g nn

Ap+41- (1)

Uvazujme funkciu
(n+1)ntt
r)=1+z)"t - — L
fa)=(1+2) —
definovani na mnozine kladnych realnych ¢isel. Tato funkcia je na celom defini¢nom
obore diferencovatelnd a jej derivacia je

T

@) =+ +oy = CET 2 L (1),

nn nn

Funkcia f je klesajica na intervale (0,1/n), kde ma zdporna deriviciu, a rastica na
intervale (1/n,00), kde mé kladnt derivaciu. Preto funkcia f mad v bode x = 1/n
globalne minimum. Z f(1/n) = 0 potom vyplyva platnost odhadu (1) a tiez to, Ze
v flom rovnost nastava len pre a,4+1 = 1/n.



3. Hru ,Myslim si ¢islo“ s povolenym klamanim hraji dvaja hrdci A a B. Pravidld hry
zavisia od dvoch kladnych celjch cisel k a n, ktoré poznaju obaja hrdci.

Na zaciatku hry hrd¢ A zvoli dve celé ¢isla x a N, pricom 1 < o < N. Cislo x
hra¢ A uchovd v tajnosti a pravdivo prezradi hracovi B ¢islo N. Hrdi¢ B sa potom
pokusa zistit informdcie o ¢isle x kladenim otdzok hrdcovi A nasledovnym sposobom:
kazdd jeho otdzka pozostdva z volby lubovolnej mnoziny kladngch celjch ¢isel S (moze to
byt aj rovnakd mnozina, aki pouZil v niektorej predoslej otdazke) a opytania sa hrica A,
¢ ¢islo x patri do S. Hrdé B moZe poloZit tolko otdzok, kolko len chce. Hrd¢ A musi na
kazdi z otdzok hraca B okamzite odpovedat dno alebo nie, moze vsak klamat, kolko sa
mu zachce. Jedingm obmedzenim je, Ze medzi kazZdymi k+1 po sebe idicimi odpovedami
hric¢a A musi byt aspon jedna odpoved pravdivd.

Potom, ako hraé¢ B polozi tolko otdzok, kolko chce, uréi mnoZinu X obsahujicu
nanajvys n kladnijch celych ¢isel. Ak x patri do X, hraé¢ B vyhral; inak prehral. Dokadzte
nasledugjice tvrdenia:

1. Ak n 2 2%, tak hrd¢ B md vitazni stratégiu.
2. Pre kaZdé dostatocne velké cislo k existuje celé ¢islo n = 1,99% také, Ze B
nemd vitazni stratégiu.
(Kanada)

RiesSenie. a) (Podla Eduarda Batmendijna.) Vifazna stratégia hraca B vyzerd na-
sledovne. Za¢neme s mnozinou M = {1,2,... , N} a budeme tito mnoZinu postupne
zmensovat tak, aby stale obsahovala é&islo . Ked bude mat M nanajvys 2* prvkov,
prehldsime ju za finalnu odpoved.

Predpokladajme, 7e M obsahuje viac ako 2* prvkov. UkéaZeme, ako ju zmensit.
Zvolme Tubovolné y € M. Budeme sa hra¢a A opakovane pytat na mnozinu {y}. Ak A
odpovie k + 1 réz ,nie“, vieme, %e y # x, preto mozeme y z M odstranit a zopakovat
cely postup s novou mensou mnozinou M.

Ak hra¢ A na niektoru z nasich otazok odpovedal ,ano“, tak vlastne povedal ,nie*
pre mnozinu P; = M — {y}. Mnozina P; obsahuje aspoii 2* prvkov, lebo M obsahovala
viac ako 2F prvkov. Pritom vieme, Ze pre kazdy prvok mnoziny P; uz A raz odpovedal
,nie“. Mnozinu P; rozdelime na dve rovnako velké ¢asti a spytame sa na jednu z nich.
Ci uz A odpovie ,,4no“ alebo ,nie“, vieme to interpretovat ako ,nie“ pre jednu z nasich
Casti; ozna¢me ju P,. Pre kazdy prvok v Py uz A dvakrat odpovedal ,nie*. Mnozinu P,
opit rozdelime na dve rovnako velké podmnoziny a tento postup opakujeme, az kym
nedostaneme mnozinu Py;. (Mnozina Py je neprazdna, lebo P; obsahovala aspoii
2% prvkov.) Pre Tubovolny jej prvok z hrd¢ A dal k + 1 po sebe idtcich odpovedi ,nie“
a aspon raz musel vraviet pravdu, preto z # x a mézeme ho odstranit z M.

b) Dokézeme, ze ak A € (1,2) an = [(2—A)A\**1|—1, hra¢ B si nedokaze zabezpecit
vitazstvo. Na dokonéenie dokazu potom staci zvolit A € (1,99;2) a k dostatoéné velké
na to, aby platilo n > 1,99%.

Predpokladajme, Ze hra¢ B sa pyta na mnozinu S. O odpovedi hraca A budeme
hovorit, Ze nie je v silade s prvkom i, ak i € S a odpoved je ,nie“, aleboi ¢ S a odpoved
je ,ano“. Odpoved je nepravdiva prave vtedy, ked nie je v stlade s prvkom zx.

Uvazujme nasledujicu stratégiu hracéa A. Najprv zvoli N = n 4+ 1 a lubovolné
x €{1,2,... ,n+ 1}. Po kazdej svojej odpovedi hra¢ A pre kazdé i € {1,2,... ,n+ 1}
urc¢i pocet m; po sebe idiicich predchadzajicich odpovedi, ktoré nie su v sulade s ¢. Pri
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rozhodovani o svojej nasledujiucej odpovedi vyuzije hodnotu

n+1

Y= Z AT
i=1

Bez ohladu na otdzku hraca B odpovie A tak, aby minimalizoval hodnotu ¢.

Tvrdime, Ze pri tejto stratégii je hodnota ¢ vzdy mensia ako \*1. Ziadny z expo-
nentov m; potom nemoze presiahnut k, a teda hra¢ A pre ziadne i nepovie viac ako k
po sebe iducich odpovedi, ktoré nie st v stlade s i. Preto nebude klamat viac ako k-krat
po sebe. Takato stratégia vyhovuje pravidlam; navySe vobec nezévisi od volby z, ¢ize
nedava hracovi B ziadnu informéciu. Ostéva dokazaf, Ze ¢ je vzdy mensie ako A\F*+1,

Na zaciatku je m; = 0 pre kazdé i, preto ¢ = n + 1 a platnost nasho tvrdenia
vyplyva z volby n = [(2 — A)A**1] — 1 a podmienky A € (1,2). Predpokladajme, ze
v niektorom momente je ¢ < A\¥*1 a hra¢ B sa pyta, ¢i ¢ € S pre nejakd mnozinu S.
Podla toho, ¢i hra¢ A odpovie ,ano“ alebo ,nie“, bude nova hodnota ¢

Y1 = Z 1+ ZX””H alebo Y9 = ZX””H + Z 1.

icS i¢S icS i¢S

Kedze hra¢ A minimalizuje ¢, bude nova hodnota rovnad min{y;, p2}. Pritom

. 1 1 — S 1
min{p1, g2} = 5(p1+¢2) = 5 (%;(1 + A )+¢Z;(/\ +1) ) =5 (e +n+1).

Ked%e ¢ < A1)z predpokladov A < 2 an = | (2 — A)A¥F1| — 1 dostaneme
1
min{ey, P2} < §(Ak+2 + (2 = M)A = \EFL

Tym sme dokaz ukondili.

4. Ndjdite vietky funkcie f:7 — 7 také, Ze pre vsetky celé ¢isla a, b, ¢ spliiajice a +
+ b+ c=0 plati

fla)® + f(0)* + f(0)* = 2f(a) f(b) + 2/ (b) f(c) + 2f(c) f(a).

(Juzna Afrika)

RieSenie. Po dosadeni a = b = ¢ = 0 vidime, Ze 3f(0)> = 6(0)?, preto f(0) = 0.
Dosadenim b = —a, ¢ = 0 dostaneme (f(a) — f(—a))? = 0, a teda f(—a) = f(a) pre
kazdé celé ¢islo a, ¢ize funkcia f je parna.

Zvolme b = a a ¢ = —2a; dostaneme 2f(a)? + f(2a)? = 2f(a)? +4f(a) f(2a). Preto

f(2a) =0 alebo f(2a) =4f(a) pre kazdé a € Z. (1)

Ak f(r) = 0 pre nejaké r = 1, zo substiticie b = r a ¢ = —a — r dostaneme
(f(a+7)— f(a))? =0, &ize funkcia f je periodicka s periédou .
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Ak f(1) =0, tak f je konstantna nulova funkcia. T4 je evidentne rieSenim zadanej
rovnice. Vo zvysku rieSenia budeme predpokladat, ze f(1) = k # 0.

Zo vztahu (1) vidime, ze bud f(2) = 0, alebo f(2) = 4k. Ak f(2) = 0, tak funkcia
f je periodicka s periédou 2 a teda jej funkéné hodnoty v parnych ¢islach st nulové
a v neparnych ¢islach st vsetky rovné k. Takato funkcia je rieSenim; skusku spravnosti
vSak v tejto chvili odlozime a budeme vo zvysku riesenia predpokladaft, ze f(2) = 4k #
# 0.

Opétovnym vyuzitim vztahu (1) dostaneme, ze bud f(4) = 0, alebo f(4) = 16k.
V prvom pripade je funkcia f periodicka s periédou 4. Pritom f(3) = f(—1) = f(1) = k,
¢ize periodicky sa buda postupne opakovat hodnoty 0, k, 4k, k. Aj takato funkcia je
rieSenim (overime neskor); vo zvysku rieSenia budeme predpokladat, ze f(4) = 16k # 0.

Teraz dokadZzeme, ze f(3) = 9k. Najprv zo substiticie a = 1, b = 2, ¢ = -3
dostaneme f(3)? — 10kf(3) + 9k? = 0, preto f(3) € {k,9k}. Nasledne zo substitiicie
a=1,b=3, c=—4 dostaneme f(3)% — 34kf(3) + 225k* = 0, preto f(3) € {9k, 25k}.
Niet teda inej moznosti ako f(3) = 9k.

Nakoniec matematickou indukciou dokdZeme, ze f(x) = kz? pre vietky celé &isla .
Doteraz sme ukézali, Ze je to pravda pre z € {0,1,2,3,4}. V druhom kroku indukcie
budeme predpokladat, ze n = 4 a 7e f(z) = ka? pre vietky celé ¢isla x z mnoziny
{0,1,... ,n}. Dosadeniaa =n,b=1,c=-n—1laa=n—1,b=2,c=—n—1 vedt
k tomu, zZe

f(n4+1) € {k(n+1)2 k(n—1)%} a  f(n+1)e{k(n+1)*kn—3)>2}.

Kedze pre n # 2 st hodnoty k(n—1)? a k(n—3)? rozne, jedinou moznostou je f(n + 1) =
= k(n+1)2. Tym sme ukond¢ili druhy krok indukcie a dokazali, Ze f(x) = kx? pre vietky
nezaporné celé x. Kedze funkcia f je parna, plati to aj pre zaporné x. Pri overovani
tohto riesenia sta¢i dokazat, ze a* + b* + (a + b)* = 2a2b? + 2a%(a + b)? + 2b%(a + b)?,
to vSak vidno z roznasobenia jednotlivych stran.

Jedinymi moznymi rieSeniami zadanej funkcionalnej rovnice su teda konstantna
funkcia fi(x) = 0 a funkcie fa(x) = ka2,

0 arne,
pre x parne f4($) — k pre r = 1 (HlOd 2)7
4k pre x =2 (mod 4)

fa(z) =

k pre x neparne,

{ 0 prez=0 (mod 4),

pre Tubovolné nenulové celé ¢islo k.! Ostéava spravit skusku spravnosti pre funkcie fs3
a fy. Zacneme funkciou f3. Ak a + b+ ¢ = 0, tak bud su a, b, ¢ vSetky parne, vtedy
f(a) = f(b) = f(c) = 0, alebo jedno je parne a dve st neparne, vtedy hodnota oboch
stran zadanej rovnice je 2k2. Pre funkciu f; podobnou tvahou s vyuZitim symetrie
zadanej rovnice zistime, ze stac¢i overit trojice (0, k, k), (4k,k, k), (0,0,0), (0,4k,4k).
Pre kazd z nich plati rovnost.

! Funkcie fa, f3, f4 samozrejme vyhovuja aj pre k = 0, vtedy st v8ak totozné s funkciou fi.
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5. V danom pravouhlom trojuholniku ABC' s pravym uhlom pri vrchole C oznacme D
pitu vysky z vrcholu C. Nech X je lubovolny vnitorny bod usecky CD. Oznacéme K taky
bod na usecke AX, Ze |BK| = |BC|. Podobne oznac¢me L taky bod na usecke BX, Ze
|AL| = |AC|. Priesec¢nik priamok AL a BK oznaé¢me M. Dokdzte, ze |M K| = |ML)|.

(Ceské rep., Josef Tkadlec)

RieSenie. Oznacéme C’ obraz bodu C' v osovej simernosti podla priamky AB. Kruz-
nica k1 ma stred v bode A a prechadza bodmi C, L a C’. Kruznica ks mé stred v bode B
a prechadza bodmi C, K a C’. Kedze uhol ACB je pravy, v bode C sa priamka AC
dotyka ko a priamka BC' sa dotyka k;. Ozna¢me K’ priesecnik priamky AX s ko rozny
od K a L' priese¢nik priamky BX s k; rozny od L.

7Z mocnosti bodu X ku kruzniciam k; a ko dostaneme

[ XK|-|XK'|=|XC|-|XC'| = |XL|- | XL,

¢ize body L', K, L, K’ lezia na jednej kruznici k3.

k’g kl

C/
Obr. 2

Z mocnosti bodu A ku kruznici k2 mdme |AL|?> = |[AC|? = |AK]| - |AK'|, preto AL
je doty¢nicou ku k3 v bode L. Analogicky BK je doty¢nicou ku k3 v bode K. Takze
priamky MK a ML su dotyénice z bodu M ku kruznici k3, a preto |[M K| = |ML|.



6. Urcte vsetky kladné celé cisla n, pre ktore existuju nezaporné celé ¢isla a1, aso, ...,
an take, Ze

1 1 11 2 _1
I TR T A
(Srbsko)
Riesenie. Vhodné ¢isla aq, as, ..., a, existuja pre n so zvyskom 1 alebo 2 po deleni

Styrmi.
Najprv dokdzeme, Ze tato podmienka je nutna. Predpokladajme, ze Y, _, k/3% =
= 1; nech a je najvicsie z Cisel ai. Po prenasobeni 3¢ dostaneme

l-21+2-29+...+n -2, = 3%

pridom x; s mocniny ¢isla 3. Prava strana v ziskanej rovnosti je neparna a lavd mé
taku istu paritu ako sucet 1 + 2 + --- 4+ n. Preto n dava zvysok 1 alebo 2 po deleni
Styrmi. Ostava dokazat, ze uvedena podmienka je postacujuca.

Postupnost by, bs, ..., b, budeme volat pripustnd, ak existuji nezaporné celé ¢isla

ai, as, ..., a, také, ze
1 1 1 by bo by
271+272+"'+2an _3Tl+372+"'+3an =1.

Pre danti postupnost vieme robit na jej ¢lenoch rozne operacie. Vezmime pripustnt
postupnost by, bz, ..., b, (so zodpovedajucimi exponentmi ay, asg, ..., a, z definicie
pripustnosti) a zvolme nezaporné celé ¢isla u, v so su¢tom 3by. Postupnost by, b, ...,
bg—1, u, v, bpy1, ..., b, je tiez pripustna, pretoze

1 1 u v b
artl T 9atl e % ekl ' 3atl T 3an

Toto mozeme sformulovat aj naopak: ak v postupnosti nahradime dva ¢leny u a v
jednym ¢lenom (u + v)/3 a dostaneme tym pripustnt postupnost, tak aj povodnd
postupnost bola pripustné. (Tieto dva ¢leny nemusia nasledovat bezprostredne po sebe.)
Predpokladajme, ze n = 1 alebo n = 2 (mod 4) a ozname «, postupnost
1,2,... ,n. UkdZeme, Ze postupnymi Upravami typu {u,v} — (u + v)/3 mozno zre-
dukovat tato postupnost na jednoprvkovii postupnost «q, ktora je zjavne pripustnd
(s exponentom a; = 0). Specidlnym pripadom tejto operacie je {m,2m} — m, &ize
mozeme vynechat ¢éislo 2m, ak postupnost okrem neho obsahuje aj ¢islo m.
Predpokladajme, ze n = 16. Ukézeme, Ze o, vieme zredukovat na «,,_12 pomocou
12 operécii. Pre vhodné k =2 1 a 0 < r < 11 plati n = 12k +r. Ak r € {0,1,...,5},
z poslednych 12 ¢lenov a,, vynechdme 12k — 6 a 12k a zvySok rozdelime na pit dvojic

{12k —6—,12k — 6+ i}, i € {1,2,... ,5—r}; {12k —j,12k+ 4}, j€{1,2,... ,r}.

Pif operécii vykonanych na uvedenych paroch odstrani 10 ¢isel a prida 5 novych ¢isel
rovnych 8k — 4 alebo 8k. Vsetky pridané ¢isla vSak mozeme vynechat, lebo 4k — 2
aj 4k ostali v postupnosti (nerovnost 4k < n — 12 je ekvivalentnd nerovnosti 8k =
= 12 — r, ktorej platnost lahko overime pre kazdé r). Takto sme v tomto pripade tispesne
zredukovali o, na o,,_12.



V pripade r € {6,7,...,11} postupujeme analogicky. Cisla 12k a 12k + 6 vyne-
chame a zvysok rozdelime na dvojice

{12k+6—i,12k+6+i}, i € {1,2,... ,r—6}; {12k—3,12k+j}, j € {1,2,... ,11—7}.

Po aplikovani operacie na jednotlivé pary nam pribudni ¢isla 8k a 8k +4, ktoré mozeme
vynechat. Ziskame tak opéit o, _1s.

Ostava vysetrit n € {2,5,6,9, 10,13, 14}. Pripady n € {2,6, 10, 14} sa vynechanim
posledného ¢lena zredukujuna n € {1,5,9,13}. Pre n = 5 pouzijeme {4,5} — 3, potom
{3,3} — 2 a nakoniec vynechame dve dvojky. Pre n = 9 najprv vynechame 6 a potom
pouzijeme {5,7} — 4, {4,8} — 4, {3,9} — 4. Dalej vynechdme tri $tvorky a nakoniec
vynechdme dvojku. Pripad n = 13 sa d4 pouzitim {11,13} + 8 a vynechanim 8 a 12
previest na pripad n = 10.



