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63. ro¢nik Matematickej olympiady
2013/2014 Riesenia tloh krajského kola kategorie A

1. Ndjdite vsetky celé kladné cisla, ktoré nie si mocninou cisla 2 a ktoré sa rovnaju suctu
trojndsobku svojho najvicsiecho nepdrneho delitela a pdtndsobku svojho najmensieho
nepdrneho delitela vicsieho ako 1. (Tomas Jurik)

RieSenie. Vyuzime zvycajny zapis n = pi"p5?*...pe* prvociselného rozkladu hlada-
ného cisla n, v ktorom p; < pa < ... < pg su vSetky prvocisla deliace n a exponenty «;
st kladné celé ¢isla. Z podmienky tlohy vyplyva, ze p; = 2 (inak by najvi¢sim neparnym
delitelom ¢isla n bolo samo n a dostali by sme nerovnost n > 3n, ktord neméze platit)
a ze k = 2 (inak by n bolo mocninou ¢isla 2). Najvacsim neparnym delitelom ¢isla n

.....

prvocislo ps. Rovnica vyjadrujica podmienku tlohy mé preto zapis
201p3? Lk = 3p3? . .pek + Bpy,  Eize (2% —3)py?Tl.Lpht =

(V pripade k = 2 je Tava strana upravenej rovnice rovnéa (20‘1 — 3) p§2—1.) Kedze ¢islo 5
ma jediné dva delitele, plati 2% — 3 € {1, 5}, takze a1 = 2 alebo «a; = 3.
(i) Pripad oy = 2. Upravend rovnica prejde na tvar
pgrl ..pRt =5,
takze je splnend préave vtedy, ked je bud £ = 2, po = 5 a ay — 1 = 1, alebo k = 3,
as —1 =0, p3 =5 a a3 =1 — vtedy ale prvocislo po nemdze byt Iubovolné, lebo
z 2 < pa < p3 = b vyplyva ps = 3. Prvej moznosti tak zodpoveda jediné rieSenie n =
= 22.52 = 100, druhej moznosti jediné riesenie n = 22 - 3! . 51 = 60.
(ii) Pripad a7 = 3. Teraz dostdvame po tprave rovnicu
p%‘rl Cppt =1,
ktora znamend, ze k = 2 a ag — 1 = 0 (na prvocislo py tentoraz Ziadne obmedzenie
okrem nerovnosti ps > 2 neexistuje). Tomuto pripadu tak zodpovedd nekonecéne vela
rieSeni n = 23 - pl = 8p,.
Odpoved. Vsetky vyhovujuce celé kladné ¢isla n st: n = 60, n = 100 a n = 8p, pricom
p je TubovoIné nepéarne prvocislo.

Poznamka. Cely postup zapiSeme uspornejSie, ked namiesto ,,aplného*“ prvociselného
rozkladu hladaného ¢isla n vyuzijeme jeho vyjadrenie n = 2% - p - [, v ktorom 2% je
najvyssia mocnina cisla 2, ktora deli n, p je najmensie neparne prvocislo deliace n a [ je
(neparne) ¢islo, ktoré neméa ziadneho prvociselného delitela mensieho ako p (méze byt
aj l =1, v ostatnych pripadoch vSak [ = p). Potom je nasou tlohou riesit rovnicu

n=2%l =3pl+5bp, C¢&ize (2% —3)l=5.

Odtial médme bud/ =1a2*—3 =5, alebol =5 a2“—3 = 1. V prvom pripade vychddza
a = 3, a teda vyhovuje kazdé n = 8p, pricom p je lubovoIné nepéarne prvocislo; v druhom
pripade je | = 5 a a = 2, takze n = 20p, prifom ale z 5 = | = p vyplyva p € {3,5},
a preto vyhovuju iba cisla n = 60 a n = 100.
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Iné riesenie. Zo zadania vyplyva, Ze medzi hladanym c¢islom n a jeho najviac¢sim
neparnym delitelom L platia nerovnosti n > 3L a n < 3L + 5L = 8L. Kedze podiel
n : L je mocnina ¢isla 2, z nerovnosti 3 < n : L < 8 vyplyva, ze bud n = 4L, alebo
n = 8L.

Zacneme s rozborom pripadu n = 8L. Zo sposobu, akym sme odvodili nerovnost
n < 8L, vyplyva, ze ¢islo L je nielen najvicé$im, ale aj najmensim netrividlnym
neparnym delitelom ¢isla n, a preto je prvoc¢islom. Dostavame prva skupinu hladanych
¢isel n, ktoré maju tvar n = 8L, pricom L je TubovoIné nepéarne prvocislo.

V pripade n = 4L je najmensi netrividlny neparny delitel ¢isla n také prvodislo p,
ktorého patnasobok je rovny ¢islu n — 3L = L. Z rovnosti 5p = L mame n = 4L = 20p,
a preto 5 | n, takze p < 5, ¢ize p € {3,5}. Zodpovedajice rieSenia s n = 60 a n = 100.

Za 1uplné riesenie dajte 6 bodov, z toho 2 body za vhodné vyjadrenie oboch dotyénych delitelov
a zostavenie rovnice vyjadrujucej podmienku tlohy, dalsi 1 bod za Upravu na rovnicu medzi istym
sucinom a ¢islom 5. Podla uplnosti upravenej rovnice potom dajte zostavajice tri body. Pri postupe
z druhého rieSenia dajte 1 bod za nerovnost n > 3L, 2 body za nerovnost n < 8L, 1 bod za désledok
o moznych tvaroch n = 4L, n = 8L a po 1 bode za ich rozbor.

2. V rovine si dané dve kruznice ki(S1,71) a kao(Sa2,72), pricom |S1S2] > 1 + ra.
Ndjdite mnozinu vsetkych bodov X, ktoré nelezia na priamke S1S2 a majiu tu vlastnost,
Ze usecky S1.X, S3X pretinaji postupne kruznice ky, ko v bodoch, ktorych vzdialenosti
od priamky S1S2 sa rovnaji. (Jaromir Sims3a)

RiesSenie. V prvej Casti riesenia predpokladajme, ze X je Tubovolny bod, ktory mé
pozadovanu vlastnost. Zrejme musi lezat vo vonkajSej oblasti kazdej z oboch kruzZnic.
Body 51, S2 a X st potom vrcholmi trojuholnika, ktorého strany S;X, SoX st
pretaté postupne kruznicami k1, ko v bodoch Y7 a Y5, ktoré lezia na jednej rovnobezke
s priamkou S5 (obr.1). Preto aj body Y7, Y3, X st vrcholmi trojuholnika, ktory je
podobny trojuholniku S;S5X podla vety uu, teda pre ich strany plati timera

XV _ X% o
[ XS] XS
ktort vdaka rovnostiam
|XY1|:‘XS;[‘—T1 a ‘XYQ’:|X52’_T2 (2)

prevedieme na timeru pre dizky tseciek X S; a X Ss:

| XS] — 71 - | XSa| — 172

(XS XS]
takze
X
(XS _ (3)
‘XS2| ()



Obr. 1

Mnozinu bodov v rovine s danymi bodmi S; a S3, ktoré majia vlastnost (3),
pozname: pre ;1 = ro je to os Usecky S1S52 a pre r1 # ro je to Apolloniova kruznica.
T4 je urcena svojim priemerom H;H> na priamke S1.S55, na ktorej st H; a Hy jediné
dva body X s vlastnostou (3). Z tej navyse vyplyva, Ze sa jedna o stredy rovnolahlosti
kruznic k1 a ks.

V druhej c¢asti rieSenia budeme naopak predpokladat, ze bod X je Tubovolny bod
Apolléniovej kruznice urcenej rovnicou (3), ktory je rozny od jej prieseénikov Hy, Hy
s priamkou S1S5. Vzhladom na predpoklady tlohy lezia body Hi, H> vo vonkajsej
oblasti oboch kruznic, takze tam lezi aj prislusnd Apolléniova kruznica, pretoze jej
priemer obsahuje priemer jednej z danych kruznic (tej s mensim polomerom) a s prie-
merom druhej kruznice je disjunktna.

Body S, Se a X st tak vrcholmi trojuholnika, pricom | X S| > 1 a [ XSa| > ro.
Existuju teda body Y7 € k1, Y5 € ks leziace vnutri stran S; X, So X trojuholnika S7.55X.
Preto pre ne tiez platia rovnosti (2), vdaka ktorym mozno prejst tentoraz od rovnice
(3) k rovnici (1). Jej platnost znamend, ze trojuholniky 575X a Y;Y>X st podobné
podla vety sus, a preto su usecky S152 a Y7Ys rovnobezné. Body Y7, Y5 tak maja od
priamky S1.55 rovnaké vzdialenosti, ¢o dokazuje pozadovani vlastnost bodu X.
Odpoved. Hladanou mnozinou bodov X je Apolléniova kruznica uréend rovnicou (3),
z ktorej st vylucené oba jej priesecniky s priamkou S1S55. V pripade r; = 73 je hladanou
mnozinou os usecky 5152 bez jej stredu.

Poznamka. Potrebna vlastnost Apolléniovej kruznice mozno odvodit priamo z rov-
nosti (3). Z rovnosti, ktord je pred rovnostou (3) a ktord je s mou v skutoénosti
ekvivalentnd, pre lubovolny taky bod X vyplyva, Ze oba vyrazy | X.S1| —r1 a |XSa| —79
maju rovnaké znamienko. A kedze podla predpokladov tlohy je

(\XSl\ —7“1) + (‘XSQ‘ —7“2) > |5182‘ — (7”1 +7“2) > 0,

je | X S1| > r1 a|X Ss| > ra, ¢o znamena, Ze ndjdend Apolléniova kruznica lezi v prieniku
vonkajsich oblasti oboch danych kruznic.

Za uplné riesenie dajte 6 bodov, z toho 4 body za dokaz, Ze kazdy vyhovujici bod X lezi na Apolléniovej
kruznici a 2 body za obratené tvrdenie. Zo zadania tlohy je ihned zrejmé, ze vSetky vyhovujice body X
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musia lezat v prieniku vonkajsich oblasti oboch kruznic k1 a k2. Poznatok, Ze v tomto prieniku lezi aj
najdenéd Apolléniova kruznica, by nemal v Gplnom rieSeni chybat. Za absenciu tohto poznatku strhnite
1 bod. Tiez strhnite 1 bod, ak riesitel v priebehu rieSenia alebo na zaver nespomenie situéciu, ked
L =T2.

3. Najdite vsetky trojice redlnych cisel x, y a z, pre ktoré plati
a:(y2 + 2z2) = y(z2 + 2.r2) = ,z(a;2 + 2y2).
(Michal Rolinek)

Riesenie. Ak je napr. + = 0, dostdvame ststavu 0 = yz? = 2y%z, takze aj jedna
z hodnot y, z je nulova a druhd moze byt Tubovolna. Podobne vyrieSime aj pripady
y =0 a z = 0. Dostavame tak tri skupiny rieseni (¢,0,0), (0,¢,0) a (0,0,¢), pricom ¢ je
Iubovolné realne é&islo. Vietky ostatné riesenia uz spliiaji podmienku xyz # 0, ktorej
platnost budeme vo zvysku rieSenia predpokladat.

Upravou rovnice x(y? + 222) = y(22 + 22?%) dostaneme (2z — 3)(2%2 — zy) = 0.
Rozlisime teda, ktory z dvoch ¢initelov je rovny nule.

(i) 2z — y = 0. Z povodnej ststavy po dosadeni y = 2z zostane jedina rovnica

21222 + 2%) = 9272,
odkial po deleni ¢islom x # 0 dostavame
4a* +222 — 922 =0, ¢ize (x—22)(4x —2)=0.

Pripadu (i) teda zodpovedaja skupiny rieSeni (2t, 4t,t) a (t, 2t, 4t), pricom ¢ je Tubovolné
realne cislo.

(i) 22 — 2y = 0. Ciastoénym dosadenim 22

= xy dostaneme jedinu rovnicu
wy(2z +y) = 2(a® + 2y%),
ktora je (vdaka tomu, Ze 2% + 2y? > 0) ekvivalentna s rovnicou

~ zy(2z +y)
_ m2+2y2 :

Teraz ale musime zistit, kedy také z spliia podmienku 22 = zy, ktora po dosadeni
najdeného vzorca pre z ziskava tvar
Y2 +y)?
(22 +242)2 Y

Po vydeleni ¢islom xy # 0 a odstraneni zlomku dostaneme podmienku
xy(2e +y)? = (2 +2y°)%, cize (4y —2)(2® —3®) =0.

Posledné rovnost plati prave vtedy, ked bud = = 4y, alebo 22 = 93, t.j. z = y.! Po
dosadeni do vzorca pre z dostaneme v prvom pripade z = 2y, v druhom z = x. Pripadu

I Posledny zaver plati vdaka tomu, Ze funkcia « — 23 je na redlnom obore rastica, a teda prosta.
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(ii) teda zodpovedaju skupiny rieSeni (4t,t,2t) a (t,t,t), pricom ¢ je lubovolné realne
¢islo.

Odpoved. Vsetky riesenia danej sustavy su (¢,0,0), (0,t,0), (0,0,t), (¢,t,t), (4t,t,2t),
(2t,4t,t) a (t,2t,4t), pricom t je lubovolné reélne ¢islo.

Pozndmka. Ukazeme sposob, ako sa v podanom rieSeni vyhnat rozboru naro¢nejsieho
pripadu (ii). Vdaka cyklickej symetrii mé zadana ststava za dosledok nielen prvia
z nasledujucich troch rovnic (ktort sme vyssie odvodili), ale aj dalsie dve analogické
rovnice

2z —y)(z* —zy) =0, (2y—2)(2® —y2) =0, (2z—2)(y" —22)=0. (1)
Pripad 2x — y = 0 sme vysSie rozobrali, pripady 2y — z = 0 a 2z — x su analogické
a vypisanim rieseni pre tieto tri pripady dostaneme vsetky riesSenia uvedené v odpovedi
s vynimkou (¢,t,t). Ak nenastane ziadny z tychto troch pripadov, musia byt splnené
rovnice

2 —ay=a—yz=9y?*— 20 =0. (2)

Ukazeme, Ze ich v obore realnych &isel spliiaju iba trojice (z,y,z) = (t,t,t). To je
jednoduchy dosledok algebraickej identity

(x—y)?+ (y —2)° + (z — 2)* = 2(2° — ay) + 2(a” — y2) + 2(y* — 22),

ktorej prava strana je podla (2) rovna nule, takZe sa rovna nule aj zdklad kazdej z troch
druhych mocnin na lavej strane (ktord by inak mala kladni hodnotu). Dodajme, ze
stistavu (2) mozno vyriesit aj kratSou tivahou: ak plati rovnost (2), maja vyrazy 3, 32,
23 t11 istt hodnotu zyz, a tak plati x = y = 2z podla poznamky pod ¢iarou.

Iné riesenie. Nebudeme opakovat tivodnu tivahu pévodného rieSenia a rovno budeme
hladat len tie rieSenia, ktoré spliiaju podmienku zyz # 0.
Po vydeleni vyrazov v zadanej ststave nenulovym ¢islom xyz dostaneme
g+%zi+2_x:§+2_y’ (3)
z oy Tz y T
¢o je rovnost troch hodnot funkcie f(s) = s + 2/s v nenulovych bodoch s; = y/z,
So = z/x a s3 = x/y. Zistime preto, kedy pre nenulové ¢isla s a t plati f(s) = f(¢).
Z vyjadrenia ( N )
2 2 s—t)(st—2
fs) = ft)=s+_—t—7= ”;
vidime, Ze Zelana situacia nastane, len ak s =t alebo st = 2.

Ststava rovnic (3) je preto splnenéd prave vtedy, ked pre zavedené éisla si, sa,
s3 plati: kazdé dve z nich sa rovnaja alebo je ich stcin rovny ¢islu 2. Ak je ale taky
suéin rovny 2, tretie ¢islo je vdaka rovnosti 15283 = 1 rovné % a prvé dve ¢isla (ma-
juce stéin 2) teda lezia v mnozine {%, 4}, takze st rozne, a preto (s, S2, $3) je niektorou
permutéaciou trojice (%, %, 4). Lahko mozno overit, Ze tymto (spolu trom) permutacidm
zodpovedaju rieSenia (4¢,t,2t), (2t,4t,t) a (t,2t,4t) povodnej sustavy (nebudeme to
tu rozpisovat). Este jednoduchsie je dokoncenie zvysného pripadu s; = sy = s3: vdaka
rovnosti s1s283 = 1 je spolo¢né hodnota cisel s; rovna 1 a zodpovedajice rieSenia zrejme
su (t,t,t) (opét je t Tubovolné redlne ¢islo).

Za uplné riesenie dajte 6 bodov, z toho 2 body za odvodenie suc¢inového tvaru aspon jednej z rovnic
(1) alebo za tpravu ststavy na tvar (3) doplnent zmienkou o stvislosti s funkciou f(s) = s+ 2/s.



4. Volejbalového turnaja sa zucastnilo Sest druZstiev, kaZdé hralo proti kaZdému prdve
raz. 'V jednotlivych piatich koldach prebiehali v tom istom case vZdy tri zapasy na troch
kurtoch 1, 2 a 3. Kolko bolo moznosti pre rozpis takého turnaja? Rozpisom rozumieme
tabulku 3 x 5, v ktorej pre i € {1,2,3} a j € {1,2,3,4,5} je na pozicii (i,j) uvedend
dvojica druzstiev (bez urcenia poradia), ktoré hrali proti sebe v j-tom kole na kurte
¢islo i. Namiesto dekadického zdpisu vysledného c¢isla staci uviest jeho rozklad na sicin
prvocisel. (Martin Panak)

Riesenie. Permutéacie kurtov v jednotlivych kolach aj permutacie samotnych kol po-
sudime nakoniec; najskor druZstvd pevne oznacime cislami 1, 2, 3, 4, 5, 6 a podla toho
piticu kol lubovolného rozpisu jednoznacne preusporiadame. Zéapas druZstva x proti
druzstvu y budeme oznacovat ako par (z,y) (mame pritom na paméti, Ze na poradi
Cisel v pare nezalezi).

Za kola 1 a 2 prehlasime kold postupne s parmi (1,2) a (1, 3); ak je pritom v kole 1
par (3,a) a v kole 2 par (2,b), st a, b dve rozne ¢isla z {4,5,6}, inak by ndm totiz
pre treti zapas v kazdom z oboch kol zvysila ta ista dvojica. Za kola 3, 4 a 5 potom
prehlasime kold postupne s parmi (1,a), (1,b) a (1,¢), pricom ¢ € {4,5,6} \ {a,b}.
Mame teda jednoznacne urcené poradie vSetkych kol s netiplnym rozpisom

1: (1,2), (3,a),
2: (L1,3), (2,b),

3: (1,a),
4:  (1,b),
5: (1,¢),

ktory sa dé zrejme jedinym sposobom doplnit na Gplny rozpis:

1: (1,2), (3,a), (b0,
2: (1,3), (2,b), (a,0),
3: (1,a), (2,0), (3,b),
4:  (1,b), (2,a), (3,¢),
5: (1,¢), (2,3), (a,b).

Kedze (a, b, c) je lubovolnéd permutécia trojice (4,5, 6), je pocet takto zapisanych rozpi-
sov prave 3! = 6, v kazdom takom rozpise potom mozeme kold usporiadat 5! sposobmi
a nakoniec v kazdom z piatich kol priradif parom kurty prave 3! = 6 sposobmi. Hladany
pocet je teda rovny cislu

6-5-6°=5-65=2%.3".5=5598720.

Iné riesSenie. Ozna¢me druzstva ¢islami 1, 2, 3, 4, 5 a 6 a zostavme najskor neuspo-
riadany rozpis turnaja tak, ze jednotlivé kold ,ocislujeme® stipermi druzstva cislo 1
a preskimame, kolkymi sposobmi sa da k tymto dvojiciam doplnit zdpas druzZstva
¢islo 2, pricom stupera dvojky vyberame uz len zo $tvorprvkovej mnoziny {3,4,5,6}:

1: (1,2),

2: (1,3), (2,(1),
3+ (L,4), (2,0),
4: (1,5), (2,¢),
5: (1,6), (2,d).
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Na dopliiané pary (2,a), (2,b), (2,c¢), (2,d) mame nasledujiice obmedzenia:

> Druzstvo 2 nemoze mat v ziadnom kole rovnakého stpera ako druzstvo 1.

> Obe druzstvd 1 a 2 nemdzu mat v dvoch roznych kolach striedavo tych istych
superov, pretoze potom by ndm na treti zapas v oboch kolach zvysila t4 ista dvojica.

Pri splneni tychto dvoch podmienok je potom zrejme jednoznacne urcend zvysna
dvojica v kazdom z kol, v ktorych proti sebe nehraji 1 a 2. Po ich urceni nam zostanu
prave dve dvojice stuperov, ktoré sa musia stretnat v kole, v ktorom spolu hraja 1 a 2.

Ostava uz len uréif pocet permutécii Stvorprvkovej mnoziny {3,4,5,6} stperov
druzstva 2, ktoré spliiaji uvedené dve podmienky.

Pocet permutéacii (a, b, ¢, d) spliiajicich prvii podmienku, teda nerovnosti a # 3,
b#4,c#5 ad# 6, ndijdeme metédou inklizie a exklizie: vhodnych permutéacii je

4!_(4.3!_(;).2!+4_1):9.

Medzi nimi st prave tri permutéacie (a, b, ¢, d), ktoré nevyhovuju druhej podmienke:
jedna sa zrejme o permutacie (4,3,6,5), (5,6,3,4) a (6,5,4,3) a ziadne iné.

Vsetkych moznych rozpisov je tak celkom 6, v kazdom kole méame vsak 3! = 6
moznosti, ako priradit parom stperov jednotlivé kurty, a celkom 5! moznych usporiadani
jednotlivych kol, dokopy teda

6-6°-5=5-65=2.3".5=5598720 moznosti.

Poznamka. Namiesto pouzitia principu inklizie a exklizie mozeme vsetky permutacie
(a,b,c,d) vyhovujice obom podmienkam vhodnym systematickym postupom priamo
najst a vypisat. Jednd sa o permutécie (4,5,6,3), (4,6,3,5), (5,3,6,4), (5,6,4,3),
(6,3,4,5), (6,5,3,4).

Naopak, k poc¢tu permutacii vyhovujicich prvej, nie vSak druhej podmienke mo-
zeme dospiet nasledujicou tvahou: mame Sest moznosti, ako vybrat prestriedavani
dvojicu superov, pritom také dvojice si1 v kazdej z pocitanych permutacii zrejme dve.
Za 1Uplné riesenie dajte 6 bodov. Dajte 2 az 3 body, ak riesitel opiSe nejaky zmysluplny spésob, ako

vytvorit vSetky mozné rozpisy pre konanie turnaja, aj ked sa mu nakoniec nepodari z toho odvodit
spravny pocet moznosti.

Uspesnym riesitelom je ten ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov. Pri kazdej tilohe sa
za akékolvek tiplné riesenie prideluje 6 bodov. Ak ziak riesi tilohu postupom, ktory sa
odlisuje od vsetkych tu uvedenych rieseni, ale tilohu nevyriesi uiplne, bodovacia schéma
sa zvoli tak, aby c¢o najlepsie korespondovala so schémami uvedenymi v tomto letaku.
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