skmo.sk

63. ro¢nik Matematickej olympiady
2013/2014 Riesenia uloh doméceho kola kategorie Z5

1. Medzi dvoma tyéami je napnutd snira dlhd 3,8 m, na ktori chce mamicka zavesit
vypraté vreckovky. Vsetky vreckovky maju tvar stvorca so stranou 40 cm. Na $nire vsak
uz visia dve vreckovky rovnakého tvaru od susedky a tie chce mamicka nechat na svojich
miestach. Pritom lavy roh jednej z tychto vreckoviek je 60 cm od lavej tycée a lavy roh
tej druhej je 1,3m od pravej tycée. Kolko najviac vreckoviek mozZe mamicka na sniru
zavesit? Vreckovky sa veSaji natiahnuté za dva susedné rohy tak, aby sa Ziadne dve
neprekryjvali. (Martin Mach)

Napad. Pomoézte si na¢rtom s vyznacenymi danymi vzdialenostami.

RiesSenie. Celu situidciu mozeme pre nazornost prekreslit napriklad takto:

60 cm 40 cm 150 cm 40 cm 90 cim

Susedkine vreckovky delia $niiru na 3 rézne dlhé casti, do ktorych méze mamicka
vesat svoje vreckovky. Medzi lavym rohom jednej vreckovky a lavou tycou je 60 cm.
Medzi lavym rohom druhej vreckovky a pravou tycou je 130 cm a vreckovka je Siroka
40 cm; to znamend, Zze medzi jej pravym rohom a pravou tycou je vzdialenost 90 cm.
KedZe je $ntra dlhé 380 cm, medzi vreckovkami ostava 150 cm volnej $nury.

Medzi lava vreckovku a Tava ty¢ sa vojde iba jedna mamickina vreckovka (dve
vreckovky vedla seba by zabrali 80 cm $ntry a volnych je tu iba 60 cm). Medzi susedkine
vreckovky moze mamicka zavesit tri svoje (tie zabert 120 cm, ked sa zavesia tesne vedla
seba, na pridanie Stvrtej by bola treba medzera dlha 160 cm). Medzi prava vreckovku
a pravu ty¢ sa vojdu dve dalsie mamickine vreckovky. Celkom teda mamicka mdZe na
Snuru privesit 1 4+ 3 + 2 = 6 svojich vreckoviek.

Poznamka. Ak bude riesitel uvazovat vzdialenost 1,3 m od pravej tyce k pravému rohu
vreckovky, vyjde mu tiez vysledok ,,6 vreckoviek“. Také rieSenie vS§ak nemdze byt uznané
ako spravne.

2. Vojto md dve rovnaké sklicka tvaru rovnostranného trojuholnika, ktoré sa lisia iba
svojou farbou — jedno je cervené, druhé modré. Ked sa sklicka poloZia cez seba, vznikne
dtvar fialovej farby. Uvedte priklad prekryvania sklicok, pri ktorom mohol Vojto dostat:

1. fialovy trojuholnik,
2. fialovy stvoruholnik,
3. fialovy pdtuholnik,
4. fialovy Sestuholnik.
(Erika Novotna)

Napad. Ak vam nestaci predstavivost, vystrihnite si dva také trojuholniky z papiera
a skusajte ich klast rozne cez seba.

Riesenie. Kazdy z fialovych mnohouholnikov sa dé realizovat mnohymi réznymi spo-
sobmi; uvaddzame niekolko moznych prikladov.
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a) fialovy trojuholnik:

b) fialovy Stvoruholnik:

>4

d) fialovy Sestuholnik:

A ¥

3. Palindrom je také cislo, ktoré je rovnaké, ¢i uz ho éitame spredu alebo zozadu. (Napr.
¢islo 1881 je palindrom.) Ndjdite taky dvojciferny a trojciferny palindrom, aby ich sucet
bol stvorciferny palindrom. (Marta Volfova)

Napad. Aku cifru ma Stvorciferny palindrém na prvom mieste?

c) fialovy péatuholnik:

RiesSenie. Suc¢tom dvojciferného a trojciferného ¢isla mozeme ziskat nanajvys ¢islo
1098. Ak je st¢tom Stvorciferné ¢islo, musi byt jeho prva cifra 1. Prvé cifra trojciferného
séitanca musi byt 9, lebo keby bol tento s¢itanec mensi ako 900, bol by stcet mensi ako
1000.

V nasom pripade st vsetky cisla palindrémy, preto pozname aj posledné cifry
trojciferného sé¢itanca a vysledného suctu:

sk + 9%9 = 1 *xx1.



Odtial vyplyva, ze druha cifra pri prvom sc¢itanci musi byt 2 — dvojciferny palindrém
je 22:
22 4+ 9%9 = 1 xx1.

Najmensi mozny palindrém na pravej strane je 1001; ten je stctom 22 a 979. Dalsie

.....

ako 1098. Jediné mozné rieSenie ulohy je:

224979 =1001.

4. Eve sa pdcia cisla delitelné Siestimi, Zdenke c¢isla obsahujice asporn jednu Sestku
a Jane cisla, ktorych ciferny siucet je 6.

1. Ktoré dvojciferné cisla sa pdcia vsetkym trom dievéatam?
2. Ktorée dvojciferné cisla sa pdacia prave dvom dievéatdm?
(Michaela Petrova)

Napad. Urcte, ktoré dvojciferné ¢isla sa pacia jednotlivym dievéatam.

Riesenie. Eve sa pécia ¢isla, ktoré sa daju bezo zvysku delit Siestimi; vSetky dvojciferné
nasobky c¢isla 6 su:

12, 18, 24, 30, 36, 42, 48, 54, 60, 66, 72, 78, 84, 90, 96.
Dvojciferné cisla, ktoré sa pacia Zdenke, su:
16, 26, 36, 46, 56, 60, 61, 62, 63, 64, 65, 66, 67, 68, 69, 76, 86, 96.
Dvojciferné cisla, ktoré sa pacia Jane, st:
15, 24, 33, 42, 51, 60.

Pre lepsiu predstavu vSetky uvedené ¢isla zapiSeme do tabulky:

Eva 12 18124 30 36 | 42 48 54 60
Zdenka 16 26 36 46 56 | 60
Jana 15 24 33 42 51 60
Eva 66 72 78 | 84 90 | 96
Zdenka | 61 |62 |63 |64 |65 |66 |67 |68 |69 76 86 96
Jana

Z toho vidime, ze vSetkym trom dievCéatam sa paci iba c¢islo 60. Prave dvom
dievcatam sa pacia Cisla 24, 36, 42, 66 a 96.



5. Doplite do prdzdnych krizZkov na obr. prirodzené cisla tak, aby sucet cisel na kazZdej
strane trojuholnika bol rovnaky a aby sucet vsetkych siestich cisel bol 100.

(Libor Simtinek)

Napad. Na zaciatku dodrzte iba prvi podmienku, teda vyplite trojuholnik tak, aby
sucet na vsetkych jeho stranach bol rovnaky.

Riesenie. Najmensie ¢islo, ktoré méame doplnif, bude na strane s ¢islami 24 a 20, lebo
zo znamych cisel davaju prave tieto dve najvacsi sicet. Skisme do prazdneho policka
na tejto strane doplnit najmensie mozné prirodzené ¢islo, teda 1. V takom pripade by
sicet na strane trojuholnika bol 24 + 1 4+ 20 = 45. Do zvysSnych prazdnych policok by
potom patrili ¢isla 45 — 15 — 20 = 10 a 45 — 15 — 24 = 6.

Stucet vsetkych Siestich ¢isel by v tomto pripade bol 24 +1+20+ 10415+ 6 = 76,

.....

0 24 : 3 = 8. Do prazdnych policok patria ¢isla1+8 =9, 10+ 8 =18 a 6 + 8 = 14:

Iné rieSenie. Cisla v prazdnych polickach maji daf stcet 100 — 24 — 20 — 15 = 41.
Kazdu stranu trojuholnika zobrazime zv1ast:

-0

Vsetkych devif ¢isel tejto schémy dava stacet 414-2-(15+24+20) = 159. V kazdom
riadku schémy, resp. na kazdej strane trojuholnika, mé teda byt stacet 159 : 3 = 53.
Cisla v prazdnych poli¢kach st 53 — 24 —20 =9, 53 — 15 — 20 = 18, 53 — 15 — 24 = 14.



6. Recepénd v hoteli si vykladala karty a dostala nasledujicu postupnost:
5,9, 2,7 3,6, 8, 4.

Presunula dve susedné karty na iné miesto tak, Ze tdto dvojica opdt susedila, a to
v rovnakom poradi. Tento krok wurobila celkom trikrat, kym neboli karty usporiadané
vzostupne podla svojej hodnoty. Zistite, ako recepénd postupovala. (Libuse Hozova)

Napad. Skusajte presuvat hracie karty opisanym sposobom.

RieSenie. VSimnime si, Ze ked presunieme dvojicu (3,6) medzi éisla 2 a 7, dostaneme
dve dvojice po sebe iducich ¢isel, ktoré st navyse zoradené podla velkosti:

5,9, 2, 3,6, 7 8, 4.
Medzi ¢isla 3 a 6 potrebujeme vlozit ¢isla 4 a 5. Tie ale nie s pri sebe, presunieme teda
dvojicu (5,9) za ¢islo 4. Tym jednak dostaneme ¢islo 5 hned vedla ¢isla 4, jednak ¢islo
9 bude na konci postupnosti:

2,3,6,7 8, 4,5, 9.

V poslednom kroku presunieme dvojicu (4,5) medzi ¢isla 3 a 6:

2,3, 4,5, 6,78, 0.

Pozndmka. Je samozrejme mozné zamenit prvy a druhy krok; postup recepcénej teda
nie je jednoznacny.
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