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63. ro¢nik Matematickej olympiady
2013/2014 Riesenia uloh doméceho kola kategorie Z9

1. Peter si mysli dvojciferné cislo. Ked toto ¢islo napise dvakrdt za sebou, vznikne
Stvorciferné c¢islo delitelné deviatimi. Ked to isté ¢islo napise trikrdt za sebou, vznikne
Sestciferné cislo delitelné osmimi. Zistite, aké ¢islo si moZe Peter mysliet.

(Erika Novotna)

Napad. Ako sa zadané informécie o delitelnosti prejavia na delitelnosti hladaného
dvojciferného ¢isla?

Riesenie. Cislo, ktoré vzniklo dvojnasobnym zapisom mysleného ¢&isla, je podla zadania
delitelné deviatimi, preto musi byt aj jeho ciferny stcet delitelny deviatimi. AvSak
ciferny sucet takto vzniknutého cisla je dvojnasobkom ciferného stic¢tu mysleného cisla.
Preto je ciferny suc¢et mysleného ¢isla nutne delitelny deviatimi.

Ked ¢islo vzniknuté trojnasobnym zapisom mysleného ¢isla je delitelné 6smimi,
musi byt delitelné aj $tyrmi. Jeho posledné dvojécislie teda musi byt delitelné Styrmi
a tymto dvojcislim je prave myslené cislo.

Zistili sme, ze Petrovo myslené ¢islo je delitelné deviatimi a stcasne Styrmi, je teda
delitelné 36. Jediné dvojciferné ¢isla delitelné 36 st 36 a 72. Overme, ktoré z tychto
dvoch moznosti vyhovuje podmienke v zadani o delitelnosti 6smimi:

e 363636 nie je delitelné 8,
e 727272 je delitelné 8.

Peter si moze mysliet jedine ¢islo 72.

Pozndamka. V rieSeni pouzivame tieto dobre zname kritéria o delitelnosti:
e (islo je delitelné Styrmi prave vtedy, ked jeho posledné dvojéislie je delitelné Styrmi,
e (Cislo je delitelné 6smimi prave vtedy, ked jeho posledné trojcislie je delitelné ésmimi,
e (Cislo je delitelné deviatimi prave vtedy, ked jeho ciferny sucet je delitelny deviatimi.

2. Dang je rovnoramenny lichobeznik s dlzkami strin |AB| = 31cm, |BC| = 26cm
a |[CD| = 11cm. Na strane AB je bod E urceny pomerom vzdialenosti |AE| : |[EB| =
= 3 : 28. Vypocitajte obvod trojuholnika CDE. (Lenka Dedkova)

Napad. Pouzite opakovane Pytagorovu vetu.

Riesenie. Pitu kolmice na stranu AB z bodu C, resp. D oznacime C’, resp. D’.

D C




Kedze ABCD je lichobeznik, plati |C'D’| = |CD| = 11 cm, a kedZze je navySe rovnora-
menny,
AB| - |C'D’ 31 —-11
|AD'| = |BC'| = AB] - | I =10 (cm).
2 2
Pomocou Pytagorovej vety v pravouhlom trojuholniku BC'C' (ktory je zhodny s troj-

uholnikom AD’D) vypocitame vysku lichobeznika:

|CC’'| = |DD'| = /|BC|?> — |BC'|2 = /262 — 102 = 24 (cm).

Na strane AB je urCeny bod E tak, ze |AE| : |[EB| = 3 : 28. Kedze 3 + 28 = 31
a |AB| =3lcm, je |AE| = 3cm a |EB| = 28 cm. Odtial odvodzujeme, Ze

|ED'| = |AD'| — |AE| = 10 — 3 = 7 (cm),
|EC'| = |[EB| — |BC'| = 28 — 10 = 18 (cm).

D C

Pomocou Pytagorovej vety v pravouhlom trojuholniku ED’D, resp. EC’'C vypocitame
dlzku strany ED, resp. EC:

|ED| = \/|ED'|2 + |DD'|2 = /72 4 242 = 25 (cm),
|EC| = /|EC'|2 + |CC']2 = /182 4 242 = 30 (cm).

Teraz mozeme vypocitat obvod trojuholnika CDE:

0= |CD|+ |DE|+ |EC| = 11 + 25 + 30 = 66 (cm).

3. Podlahu tvaru obdlZnika so stranami 360cm a 540 cm mdme pokryt (bez medzier)
zhodnymi Stvorcovymi dlaZdicami. MoZeme si vybrat z dvoch typov Stvorcovych dlazdic,
ktorych strany si v pomere 2 : 3. V oboch pripadoch sa dd pokryt celd plocha jednym
typom dlazdic bez pilenia. Mensich dlaZdic by sme potrebovali o 30 viac ako vdcsich.
Urcte, ako dlhé su strany dlazdic. (Karel Pazourek)

Napad. Vyjadrite pocet pouzitych dlazdic v zavislosti od dlzky ich strany.
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RieSenie. Ozna¢me m dizku strany malej dlazdice a v dlzku strany velkej dlazdice
(v cm). Ak pokryjeme podlahu mensimi dlazdicami, ku kratsej strane ich bude priliehat
% a k dlhsej strane %, celkom ich teda bude % . 5%. Podobne celkovy pocet vicsich

dlazdic bude 3%0 . 5;4}—0. Podla zadania tak musi platit

360 540 _ 360 540
m m_ v v

30. (1)
KedZze m : v = 2 : 3, mozeme pisat m = 2xr a v = 3x pre novi neznamu .
Dosadenim do predchadzajicej rovnice a dal§imi ipravami dostéavame:

180 270 120 180
X X o X X
180 - 270 = 120 - 180 + 3022,

180 - 150 = 3022,
900 = z2.

+ 30,

Cisla m, v a z st kladné, teda z = 30 a m = 60, v = 90 (cm).
Strany dlazdic st dlhé 60 cm a 90 cm.

Iny napad. Uréte priamo zo zadaného pomeru 2 : 3 pomer poctov jednotlivych dlazdic.

Iné rieSenie. Kedze pomer dizok stran dlazdic je 2 : 3, pomer ich obsahov je 4 : 9.
Oznacime p,, pocet malych dlazdic a p, pocet velkych dlazdic. Kedze oba typy dlazdic
pokryji celj obdlznik, musi platit

Dm Py =9: 4. (2)
Zo zadania vyplyva, ze p,, = p, + 30, ¢o spolu s predchadzajicim pomerom dava:
9
va =Ppv + 307
5
va = 307
Py = 24.

Aby sme vedeli uréit dizku strany velkej dlazdice, musime zistit, ako tieto dlazdice
pokryvaju obdlznikovii podlahu. Dizky stran obdlznika st v pomere 360 : 540 = 2 :
: 3, v rovnakom pomere musia byt aj poc¢ty dlazdic priliehajicich k zodpovedajicim
strandm. Zo vSetkych moznych rozkladov celkového poctu velkych dlazdic,

24=1-24=2-12=3-8=4-6,

tejto podmienke vyhovuje prave posledny rozklad. Dizka strany velkej dlazdice je teda

% = %O = 90 (cm). Dizka strany malej dlazdice je potom % 90 = 60 (cm).

Pozndmky. Ak v prvom rieSeni namiesto pomocnej neznamej = vyjadrime napr. m =
= %v, tak po dosadeni do (1) dostavame rovnicu s nezndmou v. Po tpravach dostaneme
v=90am=32-90 =60 (cm).
Ak v druhom rieseni namiesto p,, = %pv vyjadrime p, = %pm, tak po dosadeni
do (2) dostdvame rovnicu s nezndmou p,,. Po jednoduchej tprave dostaneme p,, = 54,
360 _

jediny vyhovujtci rozklad je 54 = 6 - 9, takze m = =g~ = % = 60 (cm).



4. V pravouholniku ACKI siu vyznacené dve rovnobezky so susednymi stranami a jedna
uhlopriecka (obr.). Pritom trojuholniky ABD a GHK st zhodné. Urcte pomer obsahov

pravouholnikov ABFE o FHKJ. (Vojtéch Zadnik)
A B C
D
E £ ¢ H
I J K

Napad. Bod F' lezi na uhlopriecke IC.

RiesSenie. Zo zadania vyplyva, Ze trojuholnik ABD je zhodny napr. aj s trojuholnikom
IJF. Zodpovedajuca zhodnost je osova stmernost podla priamky, ktord je kolmé
na usecku Al a prechadza jej stredom. Podla tejto priamky st simerné aj uhlopriecky
pravouholnika AC' K1, ¢o znamena, ze bod F' lezi na uhlopriecke IC.

A B C
\\ \D
\\\ G
E < H
I J K

Obsah pravouholnika ABFE teda mozeme vyjadrit ako obsah trojuholnika IAC
zmenseny o obsahy trojuholnikov IFF a F'BC'. Podobne mézeme obsah pravouholnika
FHKJ vyjadrit ako obsah trojuholnika C'KI zmenSeny o obsahy trojuholnikov F'JI
a CHF. Trojuholniky TAC a CKI, IEF a FJI, FBC a CHF su vsak po dvojiciach
zhodné, takze maja po dvojiciach rovnaké obsahy. Z toho vyplyva, ze pravouholniky
ABFFE a FHKJ maju rovnaky obsah.

Iny napad. Trojuholniky ABD a GF'D st podobné.

Iné rieSenie. Zo zadania vyplyva, ze trojuholniky ABD a GFD maju po dvojiciach
zhodné vnutorné uhly, takze s podobné a zodpovedajice strany su teda v rovnakom
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pomere:
|AB| : |BD| = |GF)|: |FD|,
Cize
|AB| - |FD|=|GF|-|BD|.

Kedze |AB| = |EF| a |BD| = |FJ|, mdZeme predchadzajicu rovnost interpretovat ako
rovnost obsahov pravouholnikov EFFDM a GFJN.

A B C
M ~4D
E £ A H
I J N K

Pravouholnik ABF FE pozostava z pravouholnikov EF DM a ABD M , pravouholnik
FHKJ pozostava z pravouholnikov GFJN a GHK N, pricom pravouholniky ABDM
a GHK N st zrejme zhodné. Z toho vyplyva, ze pravouholniky ABFFE a FHKJ maja
rovnaky obsah.

Pozndmka. Druht ¢ast prvého rieSenia mozno najst ako samostatné tvrdenie v Euk-
lidovych Zékladoch (43. tvrdenie v I. knihe). Tento poznatok sa pouziva napr. pri
konstrukcii pravouholnika, ktory mé dant jednu stranu a rovnaky obsah ako iny pra-
vouholnik (prip. trojuholnik ¢i vSeobecny mnohouholnik).

5. Eva riesila experimentdalnu ulohu Fyzikdlnej olympiady. Dopoludnia od 9:15 robila
v trojminditovijch odstupoch 4 merania. Ziskané hodnoty zapisovala do tabulky, ktori si
pripravila v pocitaci:

hodin minut hodnota
9 15
9 18
9 21
9 24

Popoludni v experimente pokracovala. Tentoraz urobila v trojminutovych odstupoch
9 merani a hodnoty zapisovala do podobnej tabulky. Omylom do pocitaca zadala, aby sa
zobrazil sucet deviatich cisel z prostredného stlpca. Tento zbytocny vipocet vysiel 258.
Ktoré ¢isla boli v danom stlpci? (Libor Simiinek)



Napad. Dokézte, Ze pocas experimentu musela minitova rucicka dosiahnut ku dvanés-
tke.

RiesSenie. Ak pocas experimentu nedosiahla minitova rucicka ku dvanastke, mozeme
¢isla v stipci minat oznadit takto:

z, z+3, x+6, +9, x+12, x + 15, x4+ 18, =+ 21, = + 24.
Ich sucet je 9x + 108, ¢o mé byt rovné 258:

9z + 108 = 258,
9z = 150.

To vsak nie je mozné, pretoze = je prirodzené ¢islo a 150 nie je nasobkom 9.
Preto musela minttova rucicka v priebehu experimentu dosiahnuf ku dvanéstke.
Od tohto okamihu st vsetky c¢isla oproti predchadzajicej postupnosti zmensené o 60.
Ak pocet merani od dosiahnutia dvanéstky oznac¢ime z, tak sacet ¢isel v danom stipci
je rovny
9z + 108 — 60z = 258, (1)

pricom z je prirodzené c¢islo od 1 do 8. Po tupravach dostavame:

9x = 150 + 60z,
3xr = 50 + 20z.

Prirodzené ¢islo na lavej strane je ndsobkom troch. Aby bolo ¢islo na pravej strane tiez
nasobkom troch, musi byt z rovné 2, 5 alebo 8. Pre kazdu hodnotu z vypocitame x
a urobime diskusiu:

e Pre z = 2 dostaneme x = 30. Pokial by experiment zacal v 30. minite, skon¢il
by v 54. minate a k prechodu cez dvanastku by vébec nedoslo. To je v rozpore
s predpokladom z = 2.

e Pre z = 5 dostaneme x = 50. Pokial by experiment zacal v 50. mintte, skoncil by
v 14. minute:

50, 53, 56, 59, 2, 5, 8, 11, 14. (2)

Po dosiahnuti dvanéastky by sa tak uskutoc¢nilo pit merani, ¢o je v stulade s pred-
pokladom z = 5.

e Pre z = 8 dostaneme x = 70. AvSak x oznacuje minuty po celej hodine a moze
nadobudat iba hodnoty 0 az 59.

Z uvedenych rieseni rovnice (1) vyhovuje iba druha moznost. Cisla, ktoré boli
napisané v stipci minit, st uvedené v riadku (2).

6. V hostinci U troch prasiatok obsluhuju Pasik, Rasik a Sasik. Pasik je necestny, takzZe
kazdému hostovi pripocita k celkovej cene 10 grajciarov. Rasik je poctivec, kaZdému
vyuctuje presne to, éo zjedol a vypil. Sasik je dobrdk, takzZe kaZdému hostovi dd zlavu
z celkovej ceny vo vyske 20%. Prasiatka sa na seba tak podobaju, Ze Ziadny host
nepoznd, ktoré prdave obsluhuje. Bardnok Vendelin si v pondelok objednal tri kolaciky
a dzbanok dzisu a zaplatil za to 56 grajciarov. Bol spokojny, takZe hned v utorok zjedol
pit kolacikov, vypil k nim tri dZbanky dzisu a platil 104 grajciarov. V stredu zjedol osem
kolacikov, vypil Styri dZbanky dZusu a zaplatil 112 grajciarov.

1. Kto obsluhoval Vendelina v pondelok, kto v utorok a kto v stredu?

2. Kolko grajciarov uctuje Rasik za jeden koldcik a kolko za jeden dZbdnok dZisu?
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(Vsetky koldaciky su rovnaké, rovnako tak vsetky dzbdnky dzisu. Ceny uvddzané v jeddl-
nom listku sa v uwvedenych drioch nemenili.) (Michaela Petrova)

Napad. Kolko toho Vendelin zjedol a vypil v pondelok a v utorok dokopy?

Riesenie. Vsimnime si, ze Vendelin zjedol a vypil v stredu to isté, co v pondelok
a v utorok dokopy. Lenze v pondelok a v utorok dokopy utratil 564104 = 160 grajciarov,
zatial ¢o v stredu platil 112 grajciarov, ¢o je o 48 grajciarov menej. Diskutujme, kto
mohol obsluhovat v stredu:

e Keby to bol poctivec Rasik, musel by hostinec pocas pondelka a utorka oklamat
Vendelina prave o 48 grajciarov. Pri dvoch plateniach vSak mozno zakaznika
oklamat maximélne o 20 grajciarov. Moznost, Ze v stredu obsluhoval Rasik, preto
zavrhujeme.

e Keby to bol Pasik, bola by skutoc¢né stredajsia cena 112 — 10 = 102 grajciarov.
Vendelina by museli pocas prvych dvoch dni oklamat dokonca o 58 grajciarov.
Moznost, ze v stredu obsluhoval Pasik, tieZ zavrhujeme.

e Keby to bol Sasik, predstavovala by ttrata 112 grajciarov 80 % skutoc¢nej ceny. To
znamend, ze skuto¢na stredajsia cena by bola 112 : 0,8 = 140 grajciarov. Hostinec
by musel pocas pondelka a utorka oklamat Vendelina o 20 grajciarov. To sa mohlo
stat len vtedy, ak ho v oba dni obsluhoval necestny Pasik. Tato moznost vyhovuje.

Pozname teda odpoved na prvi otazku: V pondelok a utorok obsluhoval Pasik,
v stredu Sasik. Skuto¢né ceny (t.j. ceny podla Rasika) tak boli:
e pondelok (3 kolaciky, 1 dzbanok): 56 — 10 = 46 grajciarov,
e utorok (5 kolacikov, 3 dzbanky): 104 — 10 = 94 grajciarov,
e streda (8 kolacikov, 4 dzbanky): 112 : 0,8 = 140 grajciarov.

Z Vendelinovej stredajsej objednavky moézeme odvodit, ze 2 kolaciky a 1 dzba-
nok dzuasu stoji 140 : 4 = 35 grajciarov. Porovnanim s Vendelinovou pondelkovou
objednévkou zistujeme, Ze skutocéna cena jedného kolacika je 46 — 35 = 11 grajciarov.
Podla pondelkovej objednavky uréime aj skuto¢ni cenu jedného dzbanku: 46 —3-11 =
= 13 grajciarov. Tym mame odpoved na druhi otazku: Rasik uctuje za jeden kolacik
11 grajciarov a za jeden dzbanok dzusu 13 grajciarov.

Slovenska komisia MO, KMANM FMFI UK, Mlynsk4 dolina, 842 48 Bratislava

Autori: Svetlana Bednéatrova, Lenka Dedkova, Monika Dillingerova, Libuse Hozova, Ve-
ronika Hucikova, Marie Krejcova, Martin Mach, Erika Novotna, Eva Patdkova,
Karel Pazourek, Michaela Petrova, Miroslava Smitkova, Libor Simtinek, Marta
Volfova, Vojtéch Zadnik

Recenzenti: Veronika Hucikova, Svetlana Bednafova, Monika Dillingerova, Miroslava Smit-
kova, Erika Novotna, Peter Novotny

Redakcnd tprava: Peter Novotny
Vydal: IUVENTA — Slovensky institit mladeze, Bratislava 2013



